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Вступ. Параметричні рівняння кри*
вих у функції натурального параметра
(довжини власної дуги) мають особливе
значення для розв'язання багатьох за*
дач, особливо у диференціальній геомет*
рії. Для кривих, представлених у такій
формі, завжди можна знайти натуральне
рівняння. Окрім того, це дає можливість
застосовувати до них формули Френе.
Інтерес викликають криві, розташовані
на заданій поверхні обертання, зокрема
на сфері, адже сферичні криві представ*
ляють собою особливий клас кривих.

Параметричні рівняння кривих у
функції натурального параметра широ*
ко застосовуються в теорії згинання лис*
тового матеріалу (довжина ліній є ста*
лою). Окрім того, з їх допомогою зручно
описувати кінематичні характеристики
руху матеріальної частинки по заданій
траєкторії [1]. З огляду на це у деяких на*
укових працях розробляються підходи
до конструювання кривих за їх натураль*
ними рівняннями [2, 3].

Завданням даної публіккації є розробка
підходів до конструювання просторових

кривих, розташованих на  поверхні сфери
і описаних параметричними рівняннями у
функції натурального параметра.

Методика досліджень. Параметрич*
ні рівняння сфери одиничного радіуса
мають вигляд:

(1)
де u і v — незалежні змінні.
Довжину лінії на поверхні сфери

можна визначити за допомогою першої
квадратичної форми, для знаходження
якої знайдемо частинні похідні:

(2)
Тоді перша квадратична форма сфе*

ри одиничного радіуса запишеться нас*
тупним чином:

(3)
Результати досліджень та їх обгово�

рення. Перший підхід. Для того, щоб зада*
ти лінію на поверхні сфери (1), необхід*
но певним чином  зв'язати між собою не*
залежні змінні u і v. Розглянемо констру*
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ювання кривих за допомогою інтегру*
вання квадратичної форми (3).

Нехай незалежною змінною є u, тоб*
то функціональна залежність має вигляд:
v=v(u). Розділимо ліву і праву частини
рівняння (3) на du2: 

(4)

звідки . Перепо*
ною в отриманні аналітичного виразу дов*
жини дуги є інтегрування підкореневого
виразу. Уникнути цього можна шляхом
прирівнювання лівої частини рівняння
(4) до такої функції f(u), щоб її можна було
проінтегрувати, а після цього знайти за*
лежність u=u(s). Нехай  , тобто:

(5)
Тоді диференціальне рівняння (4) на*

буває вигляду:
(6)

Розв'язком диференціального рівнян*
ня (6) є вираз:

(7)
Інтегрування виразу (5) дає:

(8)
Перейдемо до функціональної залеж*

ності між змінними u і v через третій па*

раметр — довжину дуги. Для цього з от*
риманої залежності (8) знаходимо:

(9)
Підстановкою (9) у (7) отримаємо за*

лежність v=v(u).

(10)
Таким чином, вирази (9) і (10) є внут*

рішніми рівняннями кривої на сфері у
функції натурального параметра s.

Підстановка (9) і (10) у рівняння сфе*
ри (1) дасть параметричні рівняння кри*
вої на її поверхні у функції натурального
параметра s:

(11)
Для рівнянь (11) виконується рівність

, що свідчить про правиль*
ність отриманих результатів. На рис.1 кри*
ва побудована за рівняннями (11) у проек*
ціях та в аксонометрії на поверхні сфери.

Іншу криву можна отримати, прирів*
нявши ліву частину рівняння (4) до фун*
кції  . У такому випадку внут*
рішні рівняння отриманої кривої будуть
мати вигляд:

(12)

Рис. 1. Сферична крива, побудована за

рівняннями (11)
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а її натуральне рівняння матиме досить
компактний вигляд: 

Конструйована крива зображена на
рис. 2,а. Особливістю даної кривої є те,
що при нескінченному прирості довжи*
ни дуги s утворена просторова крива пе*
реходить у пласку (коло).

За допомогою запропонованого під*
ходу можна знаходити інші криві на по*
верхні сфери, що описуються парамет*
ричними рівняннями у функції довжини
власної дуги.

Наприклад, розглянемо випадок, прий*
нявши залежності u і v функціями довжини
дуги s: u=u(s) і v=v(s). Тоді незалежною змін*
ною є дуга s і диференціальна форма (3)
після ділення на ds приймає вигляд: 

(13)
Розв'язавши (13) відносно v=v(s), от*

римуємо інтеграл: 

(14)
Для інтегрування виразу (14) необхід*

но задати функцію v=v(s) таким чином,
щоб вона могла бути проінтегрована.
Наприклад, при u=as, де a — постійна, ін*
тегрування виразу (14) дає: 

(15)
Отримані внутрішні рівняння u=as і

(15) повністю збігаються із результатом,
отриманим в [4] іншим способом. Нату*
ральне рівняння даної кривої має вигляд:

. Крива на аксо*
нометрії сфери представлена на рис. 2,б. 

Другий підхід. Інший підхід до констру*
ювання кривих на поверхні сфери у фун*
кції натурального параметра можна сфор*
мулювати, якщо віднести її поверхню до
ізометричної системи координат. Пара*
метричні рівняння сфери одиничного ра*
діуса у такому випадку запишуться: 

(16)
Перша квадратична форма сфери бу*

де мати вигляд:
(17)

що свідчить про те, що вона віднесена до
ізометричної сітки координатних ліній.
Розглянемо приклади конструювання
кривих у функції натурального парамет*
ра на поверхні сфери за допомогою на*
веденого підходу.

а б

Рис. 2. Криві на сфері (1), задані внутрішніми рівняннями у функції натурального
параметра:
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Зв'яжемо між собою незалежні змінні
u і v за допомогою третьої змінної t: 

(18)
де а — довільна стала.
Тоді перша квадратична форма по*

верхні матиме вигляд:

(19)
Інтегруванням виразу (19) знаходимо: 

звідки   (20)

(21)
Заміною змінної t на вираз (21) у рів*

няннях (18) отримаємо рівняння утворе*
ної кривої у  внутрішніх координатах: 

(22)
Відповідно підстановка виразів (22) у

параметричні рівняння сфери (16) дають
змогу отримати параметричні рівняння
кривої у функції довжини власної дуги:

(23)

де 
Натуральне рівняння даної кривої

має вигляд:

(24)
Дана крива зображена на рис. 3,а.
За допомогою запропонованого підхо*

ду можна знайти також деякі криві, які бу*
ли знайдені за допомогою попереднього
підходу. Наприклад, задання залежності
v=cosh(u) дає змогу отримати криву, наве*
дену на рис.1.  Якщо ж за змінну прийняти
v і у виразі (17) дужки прирівня*
ти до виразу ctgh2u, можна отримати кри*
ву,  зображену на рис. 2,а.

Окрім того, за запропонованим під*
ходом нами було знайдено ще дві криві
на поверхні сфери, описані параметрич*
ними рівняннями у функції натурально*
го параметра: прирівнявши ліву частину
першої квадратичної форми (17) до ви*
разу e2u, ми отримали криву, наведену на
рис. 3,б, а до виразу cosh2u — відповідно
криву, зображену на рис. 3,в.

Третій підхід до конструювання кри*
вих на поверхні сфери, описаних пара*

а б в

Рис. 3. Криві на сфері (16), задані внутрішніми рівняннями у функції натурального параметра:

а) б)

в)
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метричними рівняннями у функції нату*
рального параметра здійснимо на основі
відомих рівнянь поверхні обертання [5]:

(25)
де f=f(s) та ψ=ψ(s) — певні функції. 
Поставимо умову, щоб поверхня

обертання була сферою. У такому випад*
ку повинна виконуватися рівність:

(26)
Підстановкою (25) у (26) отримаємо:

(27)
Параметричні рівняння сфери мають

вигляд: 

(28)
Наведемо приклади. Нехай f=cos(as).

Тоді параметричні рівняння кривої на
поверхні сфери будуть мати вигляд: 

(29)
Скориставшись тотожністю (26), от*

римуємо наступне диференціальне рів*
няння та його розв'язок: 

звідки      (30)

(31)
Підстановкою виразу (31) і прийня*

тої залежності f=cos(as) у рівняння сфери
(28) отримаємо параметричні рівняння
конструйованої кривої у функції нату*
рального параметра, при чому її нату*
ральне рівняння є досить компактним:

. Візуалізацію утво*
реної кривої здійснено на рис. 4,а.

Іншу криву можна отримати за допо*
могою загального вигляду виразу (26):

(32)
Нехай , тоді вираз (32) прий*

має такий вигляд:

(33)
Розв'язуючи диференціальне рівнян*

ня (33) знаходимо вираз f=f(s), а інтегру*

Рис. 4. Криві на сфері (28), що описуються натуральними рівняннями у функції

натурального параметра:
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Пилипака С.Ф., Захарова Т.Н. Констру:
ирование сферических кривых в функции на:
турального параметра//Биоресурсы и при:
родопользование. — 2013. — 5,№ 3—4. — С. 57—62.

Разработаны три подхода к конструиро�
ванию кривых, описанных параметрически�
ми уравнениями в функции натурального па�
раметра, на поверхности сферы. Приведены
уравнения найденных кривых и осуществле�
на визуализация полученных результатов.
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the spherical curves in the natural parameter//
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Three variants of the searching of spatial cur�
ves in the function of natural parameter on the
surfaces of sphere are considered. The equation of
the found curves is resulted and visualization of
the got results is carried out. 

SUMMARY

ючи цей вираз — відповідно v=v(s) і опи*
саним вище способом знаходимо пара*
метричні рівняння конструйованої кри*
вої у функції довжини власної дуги та її
натуральне рівняння. Отриману криву
наведено на рис. 4,б.

Якщо   ж    у     виразі    (32)   прийняти

, а  далі  дотримуватись описа*
ного алгоритму, конструйованою буде кри*
ва, зображена на рис. 1, яку раніше було
знайдено за допомогою першого підходу.

За допомогою розроблених підходів
можна отримувати нові сферичні криві,

описані параметричними рівняннями у
функції довжини власної дуги.

Висновки
Запропоновані підходи дозволяють

конструювати криві на поверхні сфери у
функції натурального параметра.

Сферичні криві являють окремий
клас просторових кривих, в яких криви*
на і скрут зв'язані між собою відомою за*
лежністю у функції довжини дуги. Знай*
дені криві дають можливість використо*
вувати цю залежність.

Перспективи подальших досліджень
полягають у знаходженні таких кривих
на інших поверхнях. 
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