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Створено математичну модель процесу нагріву зерна ріпаку при кондуктивному 

підводі тепла з індукційним нагрівом, враховуючи розподіл температури в напрямку 

руху дисперсного матеріалу. 

 

Вступ. Останнім часом з'явилась чітка тенденція попереднього нагрівання олійної 

сировини перед подачею її на пресування [11,21,22]. Забезпечення рекомендованих 

температур підвищує вихід олії і збільшує строк експлуатації переробного обладнання 

[3,4,5]. Перевагою такої технології є рівномірність нагрівання дисперсного матеріалу в шарі 

при постійному перемішуванні. Однак технічне виконання і апаратурна реалізація 

кондуктивного способу нагріву на дисковій тепловиділяючій поверхні знижує енергетичну 

ефективність процесу через наявність теплових втрат природної конвекції і випромінювання 

в оточуюче середовище та стінки апарату. Крім того, мають місце недоліки елементного 

електронагріву робочої поверхні. 

Методика дослідження та його результати. Для виключення вказаних недоліків і 

підвищення енергетичної ефективності процесу нами пропонується новий спосіб 

термообробки дисперсного матеріалу з індукційним способом підведення енергії до 

поверхонь нагріву [18]. Сутність способу полягає в тому, що в циліндричному каналі подачі 

дрібнодисперсного матеріалу до прес-екструдера встановлюють, з можливістю обертання, 

стрижневі феромагнітні елементи, а на зовнішній поверхні зерноведучого каналу 

розміщують індуктор [7,8,17,19]. Електрична енергія, підведена до індуктора виділяється в 

нагрівальних елементах у шарі зерна і практично повністю передається зерновому матеріалу, 

а конвективні та радіаційні складові також поглинаються зерном. 

Пропонована установка для термообробки насіння ріпаку [18] може забезпечити 

необхідну температуру, але виникає потреба у створенні математичної моделі для 

дослідження теплових процесів, які відбуваються в ній та визначення впливу технологічних 

параметрів установки на кінцеву температуру насіння ріпаку. 

Кількісний опис динаміки теплової складової процесу обробки дисперсного матеріалу 

(насіння ріпаку) в апараті проточного типу з електромагнітними нагрівальними елементами 

можна скласти, виходячи з такого механізму теплообміну [1,6,16]: теплота, що виділяється в 

нагрівальному елементі (стержень в електромагнітному полі), передається шляхом складного 

теплообміну (конвекцією через внутрішньошарове повітря, теплопередачею при прямому 

контакті насіння і стержнів, випромінюванням за рахунок багатократного поглинання і 

відбивання променевої енергії безпорядково розташованими частинами) дисперсному 

матеріалу за нестаціонарних умов із урахуванням його продольного перемішування відносно 

поверхні нагрівачів; отримана матеріалом теплота витрачається на підвищення його 

температури і випаровування вологи (залишкової); при перемішуванні матеріалу частина 

теплоти передається стінкам корпусу, витрачається на її нагрівання і частково передається 

через обмотку індуктора до оточуючого середовища; при цьому обмотка індуктора підвищує 

свою температуру. Перенесення вологи, що виділяється з поверхні матеріалу в 

міжагрегатний повітряний простір шару матеріалу відбувається шляхом дифузійного 

масообміну і далі через проточні проміжки між частинками до зовнішнього середовища. 

Тепловий баланс у динаміці для нескінченно малого елементу нагрівача заповненого 

дисперсним матеріалом, що рухається вздовж нагрівачів (при одночасному перемішуванні) 

для кожного із наступних динамічних елементів: стержень, зерновий матеріал; повітряна 



частина (міжзерновий простір), корпус агрегату, обмотка індуктора, запишемо (для 

елементарного об'єму висотою dx) у напрямку руху матеріалу: 

 ,......1 псзссн dQdQdQdQ   (1) 

 ,.......... пзкзввзнзс dQdQdQdQdQ   (2) 

 ,........ кппнпзпс dQdQdQdQ   (3) 

 ,........ оіінкнкз dQdQdQdQ   (4) 

       де Q1 – теплота, що виділяється в нагрівальних елементах; 

Qн.с. – теплота, що витрачається на збільшення температури нагрівальних елементів; 

 Qс.з. – теплота, що передається матеріалу, від нагрівальних елементів; 

 Qс.п. – теплота, яку отримує повітря у між зерновому просторі; 

 Qн.з. – теплота яку отримує матеріал, на підвищення його температури; 

Qв.в. – теплота яка витрачається на випаровування вологи; 

Qз.п., Qз.к. – кількість теплоти, що передається від зерна до повітря і корпусу апарату; 

Qн.п. – теплота, що витрачається на нагрівання повітря в між зерновому просторі; 

Qп.к. – теплота, що передається від повітря до стінки корпусу; 

Qз.к., Qн – теплота, яка передається корпусу; 

Qн.к., Qн.і. – кількість теплоти, що витрачається на нагрівання корпусу та індуктора; 

Qі.о. – теплота, що витрачається в оточуюче середовище. 

Таким чином, об'єкт, що моделюється, представлено чотирма динамічними 

елементами — тепловими ємностями. 

Перед розкриттям складових рівнянь теплового балансу приймемо звичайні для 

одномірного випадку спрощуючі припущення: 

— градієнт температур по перетину (радіусу) потоку матеріалу, стержнів, стінки 

корпусу і індуктора має дуже мале (незначне) значення і ним можна знехтувати, тобто вклад 

теплопровідності в розрахунки буде незначний у порівнянні ефективною теплопередачею. 

Тим самим приймаємо рівномірне поле температур уздовж радіусу камери, що дозволяє 

звести розгляд динамічної задачі до одномірного випадку; 

— передача теплоти шляхом теплопровідності в напрямку руху потоку матеріалу 

незначна і нею можна знехтувати; 

— теплофізичні параметри всіх елементів об'єкту від температури не залежать і в часі 

не змінюються; 

— тепловиділення в першому наближенні приймається постійним; 

— враховуючи інтенсивне тепло підведення і перемішування матеріалу нагрітими 

стержнями, температура окремих зерен приймається однаковою на поверхні і в центрі; 

— ефекти випромінювання, провідність в просторі між стержнями і конвекційний 

перенесення враховується коефіцієнтом теплопередачі: 

 ,вкеф     (5) 

      де  αк – коефіцієнт теплообміну конвекцією; 

 αλ – коефіцієнт теплообміну теплопровідністю; 

 αв – коефіцієнт теплообміну випромінюванням. 

 

Окремі складові коефіцієнта еквівалентного теплообміну можна визначити так: 
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(6) 

де   λк – приведена теплопровідність шару при наявності конвективного потоку повітря 

крізь шар дисперсного матеріалу; 

 λр – ефективна радіаційна теплопровідність; 

 λ – коефіцієнт теплопровідності контактного шару; 

 δ1 – половина відстані між стержнями; 

 δ – товщина повітряного шару. 

 



Визначення коефіцієнтів можна оцінити відомими формулами [13, 15]: 
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де        q – інтенсивність теплового потоку від стержня; 

 (t2-t1) – різниця температур стержня і матеріалу на відстані 
2

 ; 

 d – діаметр зерен; 

 m – порозність шару; 

 εп, εм – ступінь чорноти пари і матеріалу; 

 tср – середня температура, tср=(t2-t1)0,5. 

 

Для виділеного елемента висотою dx, розкриваючи складові теплового балансу (1)—

(4) в явному вигляді, опишемо динаміку теплопередачі системою диференціальних рівнянь. 

Для стержнів: 
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для матеріалу: 
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для повітря в між зерновому просторі: 
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для корпусу з індуктором: 
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для вологи в зерні: 
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де сс, сз, ср, ск — питома теплоємність відповідно стержнів, матеріалу, повітря, 

матеріалу корпуса та індуктора; 

ρс, ρз, ρв, ρк, ρз0 — густина відповідно матеріалу стержнів, зерна, повітря, корпусу, 

абсолютно сухого тіла; 

    qк — питома потужність нагрівачів,  ; 

    Sc, Sз, Sк — площа поперечного перетину стержнів, матеріалу, корпусу з 

індуктором; 

    ε — порозність шару зерна; 

   fc, fз, fк, fкз — площа поверхні стержнів, матеріалу, корпусу внутрішня, індуктора 

зовнішня; 

   αеф, αк — коефіцієнт ефективної і конвективної тепловіддачі; 

    H — висота нагрівача; 

    x — координата в напрямку руху матеріалу; 

    τ — час; 



   Θс, tз, tв, Θк, t0— температура, відповідно стержнів, матеріалу, повітря, корпусу, 

оточуючого середовища; 

   u — вологість матеріалу; 

   r0 — питома теплота пароутворення; 

   k — коефіцієнт масообміну; 

   Pн, Pв, — парціальний тиск насиченого повітря при температурі поверхні матеріалу і 

в повітрі. 

Використовуючи методику запису диференціальних рівнянь у частинних похідних, 

зробимо відповідне перетворення рівнянь (9—13). 

Розкриємо повний диференціал температури стержня в рівнянні (9): 
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Враховуючи, що 0
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де: υс – швидкість переміщення; 
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, перепишемо рівняння (9) у вигляді: 
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Розкриємо повний диференціал температури зерна: dx
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  –  швидкість руху зерна. 

Тоді градієнт температури виразиться рівнянням 
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Підставляючи отримане значення в рівняння (13) і використовуючи очевидні 

співвідношення: продуктивність зззз SG  , об’ємом шару SHVз  , маса зерна ззз Vm 

перепишемо рівняння (10) в вигляді: 
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Аналогічним чином перетворюємо рівняння (11-13): 
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Отже, отримано математичну модель теплових процесів в нагрівачі у вигляді п'яти 

диференціальних рівнянь в часткових похідних відповідно до кількості теплових ємностей 

елементарних ланок. 

Для певного спрощення рішення задачі безперервного нагріву зерна в процесі руху, 

залишаючись однак в практично допустимих межах, проведено зниження порядку 

диференціальних рівнянь. 

Математичним обґрунтуванням фізики теплообміну наведених вище рівнянь є такі 

додаткові умови: 

1) ефекти теплопровідності та випромінювання в радіальному (по відношенню вісі 

стержня) можуть бути враховані еквівалентним коефіцієнтом тепловіддачі, визначеними 

експериментально. Накопиченням теплоти в малому об'ємі затисненого повітря можна 

знехтувати, тобто віднести його теплоємність до теплоємності всього шару матеріалу. 



2) оскільки обмотка індуктора конструктивно виконана як одне ціле із корпусом, а сам 

індуктор є тепловиділяючим елементом, то збільшенням тепло- 

вмісту конструкції за рахунок тепловіддачі від рухомого шару зерноматеріалу також 

можна знехтувати. 

3) для замикання системи рівнянь при виключенні із розряду похідних, залишаються 

алгебраїчні рівняння зв'язку між параметрами, що приблизно відображають хід процесу; 

рівняння (19) фактично описує збільшення швидкості сушіння при збільшенні температури 

зерна, що за  незначної вологості (6—8%) не відповідає даним експериментів, оскільки 

швидкість сушіння в часі зменшується. Прийняття припущення про пропорційність 

швидкості сушіння швидкості нагріву буде практично виправдане; останнє припущення дає 

можливість використати в розрахунках критерій Ренбіндера 
rdu

cd
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 і зробити відповідну 

заміну 
зdt

rRb

c
du  в рівнянні (16). 

Таким чином, з урахуванням уведених додаткових умов, спрощуючих математичний 

опис процесів теплообміну, динаміку теплових процесів проточного нагрівача зерна 

представимо математичною моделлю у вигляді двох диференціальних рівнянь у часткових 

похідних і алгебраїчних рівнянь зв'язку (тобто, як двоємнісний об'єкт): 
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  (20) 
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(21) 

 

 У системі рівнянь (20), чотири невідомі: Θс, Θз, tв, Θк. Величини температур повітря і 

корпусу визначимо із системи рівнянь (21): 

 ,0321 tееtеt сзв   (22) 

 ,6054 сзк еtеtе   (23) 
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 Підставляючи значення tv і Θk із (20) після перетворень отримаємо: 
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 У рівняннях (24) і (25) позначено: 
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Оскільки система рівнянь (24)—(25) суто аналітичного розв'язку не має, будемо 

шукати приблизне рішення. 

Розглянемо сталий режим роботи нагрівача, тобто приймемо 0 d , 0 dt з  і 

отримаємо статичну характеристику нагрівача — розподіл температури зерна за висотою 

камери нагріву у вигляді звичайного диференціального рівняння. 



Визначаючи із рівняння (24) величину температури нагрівача Qс і підставляючи 

отримане значення в (25) отримаємо наступні рівняння: 

 
,

1

1

1

1

1

1

1

1
зс t

a

b

b

c

a

b
P

a

b
   (26) 

 

 
,

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2
зз

з

x t
a

b

a

c
P

a

b

a

c
t

a

b

dx

dt
T 


   (27) 

 

 
.

1

1

1

1

2

2

1

1

2

2 P
a

b

a

с

a

с
t

a

b

a

b

dx

dt
T з

з

x 







  (28) 

 

Введемо позначення: 
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Розв'язок рівняння (28) з урахуванням прийнятих позначень при граничних умовах: 

x=0, tз=tз1 (де: tз1 — значення температури зерна на вході в нагрівач) отримаємо: 
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Рівняння (31) визначає розподіл температури зерна в напрямку його руху вздовж 

гріючих стержнів у сталому режимі. 

Визначивши похідну від tз(x) отримаємо значення температурного градієнта шару 

зерна: 
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Підставимо значення  у рівняння (25) і отримаємо рівняння зі звичайними похідними: 
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Продиференціюємо рівняння (34) за часом: 
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Підставимо значення Qс та  в рівняння (33), після перетворень будемо мати рівняння 

зміни температури зерна в часі: 
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Перепишемо рівняння (36) у вигляді: 
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Розв'язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядку отримаємо як 

суму рішень однорідного рівняння і частинного: 
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де: с1, с2 – сталі інтегрування; 

 r1, r2 – корені характеристичного рівняння: 
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 Сталі інтегрування визначимо з початкових умов: 

τ=0; tз=tз0; 0ddtз . Підставляючи значення початкових умов в рівнянні (37) і його 

похідну будемо мати: 
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Звідси: 
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Таким чином, рівняння, що визначає зміну температури рухомого шару зерна в часі і 

за координатою буде мати кінцевий вигляд: 
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Аналогічно отримаємо рівняння, що визначає зміну температури стержнів Qс(t): 
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де: 3
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 Θз0 – початкова температура стержнів. 



 
Рис. 1. Залежність зміни температури зерна ріпаку по довжині установки  

(tz, °С; х, м.). 

 

 
Рис. 2. Залежності зміни температури зерна ріпаку tz та температури нагрівача 

Qс  в часі на відстані 0.2, 0.5 та 1 м від завантажувальної горловини установки (tz, °С; 

Qс, °С; t , c.). 

 

Використовуємо отриману математичну модель (38) для ідентифікації температури 

зерна ріпаку, що рухається в каналі з феромагнітними стержнями [10,12,19], які нагріваються 

індукційним способом [17,18,2]. Експериментальні дані наведено в [7,8]. 

Підставимо теплотехнічні характеристики зерна ріпаку з літературних джерел [23] в 

отримані математичні моделі (31) та (38). Для попереднього розрахунку приймемо 

припущення, що матеріал рухається тільки під дією гравітаційних сил, а феромагнітні 

стержні не рухаються. У результаті отримуємо залежність зміни температури зерна ріпаку по 

довжині корпусу установки (рис. 1) та залежності зміни температури зерна ріпаку tz та 

температури нагрівача Θс в часі (рис. 2). 

 

Висновки 

Розроблено вдосконалені математичні моделі динаміки нагріву дисперсного матеріалу 

в рухомому шарі з рівномірно розміщеними тепловиділяючими елементами з урахуванням 

раніш не врахованих факторів (видів теплообміну, випаровування вологи), які пов'язують 

конструктивні та режимні параметри установки і дозволяють визначити статичні і динамічні 

характеристики об'єкта. 

Отримана математична модель описує процес нагріву зерна ріпаку з достатньою 

адекватністю і дозволяє визначити теоретичні значення температури насіння та 

феромагнітних стержнів у різних технологічних режимах роботи установки для 

температурної обробки. 
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АННОТАЦИЯ SUMMARY 

Лысенко В.П, Комарчук Д.С. 

Математическое моделирование процесса 

температурной обработки зерна рапса в 

плотном слое с индукционным нагревом// 

Биоресурсы и природопользование. — 2013. 

— 5, № 5—6. — С. 119—128. 

Создана математическая модель процесса 

нагрева зерна рапса при кондуктивном под-

воде теплоты с индукционным нагревом, учи-

тывая распределение температуры в напра-

влении движения дисперсного материала. 

V. Lysenko, D. Komarchuk. Mathematical 

modeling of the rape grain thermal processing 

in a dense layer using induction heating // 

Biological Resources and Nature Management. 

— 2013. — 5, № 5—6. — Р. 119—128. 

The mathematical model of the grain rape 

heating process at conductive heat input using 

induction heating considering temperature 

distribution in the direction of the disperse 

material movement has been developed. 

 


