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З метою прискорення і оптимізації умов синтезу Co3(PO4)2⋅⋅8H2O реактивної
чистоти  виконано математичне планування експерименту за планом Бокса�
Уїлсона. В якості критерію оптимізації трьох функцій відгуку використано
функцію бажаності Харрінгтона, яка об'єднала різні за фізичним змістом вимоги
до хімічного складу реактиву та технології його одержання. Вже при виконанні
плану репліки, навіть без проведення пошуку оптимуму та складання
поліноміальної моделі, було встановлено умови,  що повністю задовольнили
вимогам. Ступінь відповідності складу продукту вимогам до реактиву
кваліфікації "хімічно чистий" доведено методами хімічного аналізу та РФА.

Вступ. Традиційні методи визначен*
ня умов синтезу хімічних речовин
пов'язані з експериментами, які потребу*
ють значних витрат часу та зусиль, ос*
кільки є переважно "пасивними", тобто
базуються на варіюванні окремих неза*
лежних змінних в умовах, коли решту на*
магаються зафіксувати незмінними. Екс*
перименти, як правило, багатофактор*
ні, пов'язані з одночасною оптимізацією
кількох параметрів. Тому, незважаючи
на значну кількість виконаних синтезів,
через неможливість достатньо повно
дослідити усі можливі комбінації факто*
рів впливу, багато рішень приймаються
на основі випадкової інформації  і через
це далекі від оптимальних. Виходом ста*
ли статистичні методи планування екс*
перименту, запропоновані Р. Фішером,
який показав доцільність одночасного
варіювання усіх факторів впливу на про*
тивагу широко розповсюдженому одно*

факторному експерименту [1]. Наступ*
ний етап — планування екстремального
експерименту,  вперше запропоноване
Боксом та Уїлсоном [2].  Ідея полягала в
послідовному проведенні невеликих се*
рій дослідів, у кожній з яких усі фактори
одночасно варіюються за певними пра*
вилами. Серії організуються таким чи*
ном, щоб після математичної обробки
попередньої можна спланувати умови
проведення наступної серії до досягнен*
ня області оптимуму. Важливою перева*
гою цього методу є універсальність, при*
датність для пошуку оптимуму різнома*
нітних технологічних процесів [3], нап*
риклад,  у харчовій, мікробіологічній,
сільськогосподарській, біотехнологіч*
ній галузях [4—7]  і навіть у політиці [9].
Зручним способом консолідації різно*
рідних за фізичним змістом критеріїв
оптимізації в одну величину виступає
об'єднана функція бажаності Харрінгто*



на [10]. Вона виникла в результати спос*
тережень за реальними рішеннями екс*
периментаторів і має такі корисні влас*
тивості, як неперервність, монотонність
та згладжуваність. Математичний апарат
перерахунку конкретних параметрів у
абстрактні числові значення використо*
вує логістичну функцію Харрінгтона  — d
— так звану "криву бажаності", яка визна*
чає емпірично виведену функцію з двома
ділянками насичення (в d→0 та d→1) і лі*
нійну ділянку (від d = 0,20 до d = 0,63).
Вісь Y — шкала часткових показників, а
вісь  d — шкала бажаності. Проміжок
ефективних значень на шкалі часткових
показників лежить в межах від *6 до +6,
хоча можливі й інші варіанти. В табл. 1
показано принцип побудови шкали ба*
жаності [10].

Такий вибір числових позначок пояс*
нюється зручністю обчислень, оскільки
d = 0,6∼1—1/e, а d = 0,37∼1/e.

Шкала d — безрозмірна, тому за її до*
помогою будь*який відгук можна перет*
ворити так, щоб інтерпретувати у термі*
нах корисності або бажаності для будь*
якої області — від хімічного синтезу до
політології, медицини, екології [11]  і
навіть оцінки конкурентоспроможності
виробництва [12].

Результати та їх аналіз. Синтез
Co3(PO4)2⋅8H2O здійснювали наступним
чином: фіксований об'єм дистильованої
води нагрівали до заданої температури.
При постійному перемішуванні вносили
розчин H3PO4 обраної концентрації до
досягнення рН 3,0—3,3 та твердий по*

рошкуватий кобальт(II) гідроксокарбо*
нат. Після змішування реагентів продов*
жували синтез протягом заданої трива*
лості синтезу. Об'єм суміші підтримували
постійним додаванням дистильованої
води, нагрітої до температури синтезу.
Після закінчення суспензію охолоджува*
ли, відділяли осад фільтруванням на ва*
куумному фільтрі, промивали дистильо*
ваною водою і сушили до постійної маси
за 40—60°С.

У продуктах синтезу визначали вміст
СоО комплексонометричним методом
[13]; Р2О5 — ваговим хінолінмолібдено*
вим методом [14]; Н2О — методом граві*
метрії [15]; СO2 — об'ємної газометрії
[16]. Фільтрат (маточний розчин) збира*
ли і визначали в ньому вміст Р2О5. 

Розробка узагальненого параметра оптимі�
зації процесу синтезу Co3(PO4)2⋅8H2O. При ма*
тематичному моделюванні процесу одер*
жання гідратованого кобальт(II) ортофос*
фату до розгляду прийнято три фактори,
які впливають на якість готового продук*
ту та його вихід. Оскільки вимоги до ха*
рактеристик Co3(PO4)2⋅8H2O базуються
на його призначенні — реактив хімічно
чистої кваліфікації "хч" (повинен містити
не більше 0,1% домішок за вимогами
ДСТУ 2216*93 "Реактиви та особливо чис*
ті речовини. Позначення та методи виз*
начення чистоти. Терміни та визначен*
ня)", а також вимог екологічності та еко*
номічності — маточний розчин повинен
містити якомога менше залишків вихід*
них реагентів. Отже, перелік факторів оп*
тимізації включає:
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1. Мольне співвідношення К=СоО:Р2О5
повинно бути максимально близьким до
3, що відповідає його теоретичному зна*
ченню в індивідуальній сполуці — Y1;

2. Вміст домішки СО2 (%) бути міні*
мальним (за вимогами до сполуки реак*
тивної чистоти — не більше 0,1%) — Y2;

3. Вихід готового продукту (%) за
Р2О5 повинен наближатися до 100% або
у маточному розчині повинен бути міні*
мальним вміст СоО — Y3. Цей чинник
опосередковано характеризує також
економічність процесу.

Схематичне зображення емпіричної
моделі процесу — "чорного ящика" — зоб*
ражене на рис. 1. У системному аналізі
цим терміном називають систему у виг*
ляді непрозорого "ящика", відокремле*
ного від навколишнього середовища,
але пов'язаного з ним через систему вхо*
дів та виходів. При цьому припускаєть*
ся, що про внутрішній зміст системи ні*
чого невідомо і досліджувати її немає
сенсу або мети. Модель у цьому випадку
відображає дві важливі та суттєві риси
системи: цілісність та відокремленість
від середовища. Не виключається, що
можливим є  вплив неврахованих чинни*
ків — збурюючих факторів, невідомих
дослідникові. Для з'ясування цього пи*
тання проводиться спеціальна процеду*
ра перевірки відтворюваності результа*

тів — функції відгуку за постійності уп*
равляючих факторів шляхом проведен*
ня паралельних експериментів. 

Жоден параметр окремо (Y1,  Y2,   Y3)
не може бути використано як єдиний
критерій оптимізації процесу синтезу,
оскільки при цьому будуть враховувати*
ся тільки однобічні вимоги до об'єкту
дослідження. Для оптимізації процесу
виникла необхідність об'єднати показ*
ники, що мають різний фізичний зміст
та розмірність. Щоб одержати задоволь*
няючий вказаним вимогам узагальнений
показник, використали функцію бажа*
ності Харрінгтона [10]. В основі такого
методу узагальнення — перетворення на*
туральних значень часткових показни*
ків (y1, y2,  y3) у безрозмірні величини (у
даній системі d1, d2 та d3) с наступним
об'єднанням їх  за формулою:

D
об.

= .                       (1)

Для визначення значення di, що від*
повідає  y1, одержаному при хімічному
аналізі зразку Co3(PO4)2⋅8H2O та маточ*
ного розчину, використовується наступ*
на залежність:

d = exp [* exp (*y′)],                (2) 
d = exp [* exp (y′)],                 (3)

де y′= *6 ÷ +6, що відповідає гранич*
ним значенням Доб. [10].

n
i

n

1i
dÏ

=

Рис. 1.  Математична модель процесу синтезу
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Значення di можна визначати графіч*
но, однак, враховуючи низьку точність та*
кого методу, було використано аналітич*
ний метод визначення di, а потім — Dоб.
Оскільки  приймається, що в межах окре*
мих інтервалів  y′ ділянки шкали Yi — рів*
номірні, перехід від Yi до y′ здійснювали
за допомогою поліному першого порядку:

y′ = Bok + B1k⋅ Yi,                  (4)
де k — номер інтервалу, в якому знахо*

диться значення Yi.

Чисельні значення коефіцієнтів Bok
та B1k визначили із системи двох рівнянь
для кожного інтервалу (приклад
зображено в табл. 2).

Графіки d=f(y′) для одностороннього
і двостороннього варіантів обмежень
зображено на рис.1 і 2. На цих же графі*
ках наведено шкали  Y1, Y2,  Y3 у фізич*
них одиницях з якісною оцінкою їх гра*
ниць.

При формуванні шкал враховано ре*

Pис. 2. Функція бажаності Харрінгтона d=f(y′) для факторів 
з одностороннім обмеженням (Y2 та Y3) 
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зультати попередніх дослідів та вимоги
до якості Co3(PO4)2⋅8H2O та процесу йо*
го одержання.

У випадку двостороннього обмежен*
ня для значень Yi використовується нас*
тупне рівняння для переходу до di:

d = exp [—(y′)*n],                (5) 
де n — додатне число (0 < n < ∞).
Показник n можна розрахувати, на*

давши деякій  величині y значення d (від*
давши перевагу інтервалу 0,6 < d < 0,9) за
формулою:

n= ,                        (6)

а  y′ розраховується за формулою:

y′ = (7).
minmax

minmax

YY

 )Y(Y - 2Y

−
+

yln 

 
d

1
ln ln

′

У випадку, який розглядається в дано*
му дослідженні, двостороннє обмеження
стосується параметра оптимізації  Y1 —
мольного співвідношення К=СоО:Р2О5.
Хімічна природа такого явища пов'язана
з тим фактом, що у цільовому ортофос*
фаті можуть бути присутні різні сполуки
в якості небажаних домішок, — гідрос*
фосфат складу CoHPO4, в якого мольне
співвідношення К=СоО:Р2О5 = 2, і гід*
роксофосфат складу Co2OHPO4, в якого
К=СоО:Р2О5 = 4. Можна передбачити,
що цей критерій оптимізації буде зале*
жати від кількості H3PO4 у синтезі. При
її надлишку більш ймовірна домішка кис*
лої солі CoHPO4, а при недостачі — ос*
новної солі Co2OHPO4.

Рис. 3. Функція бажаності Харрінгтона d=f(y′) для фактора з двостороннім
обмеженням (Y1)



Перед дослідженням залежності уза*
гальненого критерію оптимізації від фак*
торів, що визначають технологію одер*
жання Co3(PO4)2⋅8H2O, потрібно оцінити
відтворюваність результатів синтезу та
якість експериментальної установки. 

Оцінка відтворюваності експеримен�
тальних результатів та якості лаборатор�
ної установки. Для оцінки відтворюва*
ності результатів експериментальних

досліджень виконано чотири паралель*
них досліди, результати яких наведено в
табл. 3. Умови проведення дослідів від*
повідали центру плану часткової реплі*
ки по методу Бокса*Уїлсона: температу*
ра — 50°С; концентрація розчину H3PO4
— 30 мас. %;  тривалість синтезу — 2 год.  

Похибку відтворюваності дослідів
визначали за формулою розрахунку дис*
персії паралельних результатів:
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, де                (8)

i  — номер функції відгуку;
N — кількість паралельних дослідів. 
Використовуючи одержані дані для

розрахунків за формулою (8), одержано
наступні величини дисперсій SYi:

SY1
=0,009557; SY2=0,0129073; 

SY3 = 0,1657302.
Розрахунок коефіцієнта варіації Vi

проведено за формулою:

.                       (9)

Тоді  

У випадку розгляду функцій відгуку Y1
і  Y3 значення коефіцієнта варіації не пе*
ревищує 3%, що свідчить про добру від*
творюваність результатів. При розгляді
функції відгуку Y2 (вміст СО2 в продук*
тах)  коефіцієнт варіації дорівнює
11,22%, що  пов'язане з погрішністю виз*
начення вмісту СО2 методом газометрії,
рівною 10% (відн.) [16]. Отже, спосіб
синтезу може бути адекватно використа*
ний для одержання Co3(PO4)2⋅8H2O.

Аналогічно до описаного вище було
оцінено дисперсність функції бажаності
Харрінгтона за формулами:

;                 (10) 

.         (11)
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Значення коефіцієнта варіації фун*
кції бажаності  Dоб., рівного 7,38%, свід*
чить про задовільну якість експеримен*
тальної установки [17].

Повнофакторний експеримент (ПФЕ)
за планом Бокса*Уїлсона типу 2k.  Для пла*
нування експерименту з оптимізації одер*
жання  Co3(PO4)2⋅8H2O складено матри*
цю, яка включала варіювання трьох уп*
равляючих факторів: x1 — температура
синтезу, °C; x2 — концентрація Н3РО4, %
(мас.); x3 — тривалість синтезу, год.

Виходячи з даних, одержаних при
оцінці відтворюваності результатів син*
тезу, сторонніх збурюючих факторів не
виявлено і вказані параметри є достатні*
ми для регулювання процесу синтезу. У
табл. 4 наведено план ПФЕ.

У табл. 5 наведено результати ПФЕ та
розрахункові дані часткових та об'єдна*
ної функції бажаності Харрінгтона.

Аналіз одержаних результатів показав,
що експеримент №5 характеризувався
практично ідеальним значенням об'єдна*
ної функції бажаності Харрінгтона —
0,98231. Це означає, що наступний пошук
непотрібен, бо навіть без побудови полі*
номіальної моделі досягнуто поставленої
мети — одержання реактиву кваліфікації
"хч" —  за таких умов синтезу: температура
— 80°С; концентрація H3PO4 — 50% (мас.);
тривалість синтезу — 1 год.

Додатковим підтвердженням якості
одержанного продукту, що повністю від*
повідає встановленим вимогам до про*
дукту реактивної чистоти, є результати
досліджень методом рентгенографії. Во*
ни показали, що рентгенограма сполуки,
одержаної в досліді 5, повністю відпові*
дає еталону [18].

Отже, методом ПФЕ за планом Бокса*
Уїлсона  проведено 8 синтезів
Co3(PO4)2⋅8H2O з урахуванням трьох уп*
равляючих факторів та трьох функцій
відгуку з метою використання одержа*
них результатів для побудови поліномі*
альної моделі. Функції відгуку, різнорідні
за фізичним змістом та розмірністю, бу*
ло об'єднано за допомогою функції бажа*
ності Харрінгтона, що одночасно врахо*
вувала вимоги як до хімічного складу
продукту синтезу, так і виходу готового
продукту.  Показано, що ще на стадії ви*
конання ПФЕ вдалося одержати про*
дукт, що на 98,23% відповідав макси*
мально можливому значенню функції ба*
жаності Харрінгтона, тому необхідності
побудови поліноміальної моделі та нас*
тупного пошуку її екстремуму вже не бу*
ло. Значно скорочено тривалість пошуку
та матеріальні витрати на проведення
експерименту з пошуку умов синтезу
Co3(PO4)2⋅8H2O.
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Войтенко Л.В., Копилевич В.А. Оптими�
зация условий синтеза  Co3(PO4)2⋅8H2O реак�
тивной чистоты с использованием функции
желательности Харрингтона//Биоресурсы и
природопользование. — 2014. — 6, № 3—4. — 
С. 27—35.

С целью ускорения и оптимизации условий
синтеза Co3(PO4)2⋅8H2O реактивной квали�
фикации выполнено математическое плани�
рование эксперимента по плану Бокса�Уилсо�
на. В качестве критерия оптимизации трех
функций отзыва использовали  функцию же�
лательности Харрингтона, которая позволи�
ла объединить разные по физическому содержа�
нию требования к объекту исследования и тех�
нологии его получения. Уже при выполнении
плана реплики, даже без поиска оптимума и
составления полиномиальной модели, были оп�
ределены условия, полностью удовлетворяющие
поставленным требованиям. Степень соот�
ветствия состава полученного продукта тре�
бованиям к реактиву квалификации "хими�
чески чистый" доказана методами химическо�
го анализа и РФА.

АННОТАЦИЯ

L. Voitenko, V. Kopilevych. Optimization of
the analytical reagent (AR) Co3(PO4)2⋅8H2O syn�
thesis conditions using the Harrington's desirabili�
ty function //Biological Resources and Nature
Management. — 2014. — 6, № 3—4. — Р. 27—35.

The Box�Wilson experiment design for the
acceleration and optimization of the analytical
reagent (AR) Co3(PO4)2⋅8H2O synthesis condi�
tions was made. As optimization criteria of the
three callback functions the Harrington's desir�
ability function, which unites the different (of
physical content) requirements to the examining
object and conditions of its preparation was used.
On the stage of replica executing of Box�Wilson
Central Composite Design (CDD) it the optimal
conditions completely corresponded to the speci�
fied requirements were determined. So, it wasn’t
need to design the polynomial model and finding
local extrema for this multivariable function. The
correspondence degree of the chemical composition
of isolated salt to the requirements "chemically
pure" chemical (AR) by chemical analysis and X�
ray method was demonstrated.

SUMMARY


