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МОДУЛІ ГЛАДКОСТІ НА МНОЖИНАХ КОМПЛЕКСНОЇ  

ПЛОЩИНИ З КУСКОВО-ГЛАДКОЮ МЕЖЕЮ 
 

О. Ю. Дюженкова, кандидат фізико-математичних наук  
 
Розглянуто аналог модуля гладкості Дітзіана-Тотіка для функ-

цій, неперервних на кусково-гладких кривих комплексної площини. Озна-
чено D-модуль гладкості на областях з кутами та досліджено його 
властивості. 

Наближення функцій, комплексна площина, множини з куско-
во-гладкою межею, D -модуль гладкості.  

 
Нині у теорії наближень широко використовують модулі гладкості 

Дітзіана-Тотіка (DT -модулі гладкості) для функцій, неперервних на відрі-
зку ]1;1[−  ([5]). Вперше конструктивна характеристика рівномірного на-

ближення функцій на множинах комплексної площини з кусково-гладкою 
межею була одержана в роботах В.К. Дзядика [1], Г.А. Алібекова, Ю.І. 
Волкова та інших. ЇЇ  було наведено в термінах модулів гладкості функції 

))(()(
~

ωψω ff = , де )(ωψ  – конформне відображення зовнішності круга 

на зовнішність розглядуваної множини. 
Мета досліджень – аналіз теорії гладкостей З.Дітзіана і В.Тотіка 

для її поширення на множини комплексної площини з кусково-гладкою 
межею,  введення аналога DT -модуля гладкості ),( tf

k
ω  на областях з 

кутами та дослідження його властивостей для подальшої побудови конс-
труктивної  характеристики в термінах введеного D -модуля гладкості 
функції f .  

Матеріали та методика досліджень.  У роботі використовуються 
методи рівномірного наближення функцій ([1], [3], [4]), зокрема інтерпо-
ляція функцій многочленами Лагранжа.  

Результати досліджень. Для функцій, неперервних на кусково-
гладких кривих комплексної площини, введемо аналог модуля гладкості 
Дітзіана–Тотіка та дослідимо його властивості, зокрема доведемо влас-
тивості нормальності D -модуля гладкості. 

Нехай C⊂M  – замкнена обмежена множина, межа Γ  якої є жор-
дановою кривою і складається із скінченного числа гладких дуг 

j
Γ , які 

утворюють у точках стику 
j

a  зовнішні кути  20, <<
jj

απα . 

Для всіх Γ∈z  і 0>h  позначимо 
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де 
*
j – індекс найближчої до z  точки стику. 

 Нехай ),...,;,(:),(
1 k

zzfzLfzL =  – многочлен Лагранжа степеня 

1−≤ k , який інтерполює функцію f  у k  різних точках C∈
i
z ,  ki ,1= . 

Означення. D -модулем гладкості порядку k  на кривій Γ  непере-
рвної на Γ  функції f  назвемо функцію  

,),...,;,()(supsupsup:),,( 100
},...,,{~];0[

10

k

zzzzh

k
zzfzLzff

k

−=Γ

Γ∈∈ τ

τω  (2) 

де внутрішній супремум береться по всіх наборах },...,,{
10 k

zzz  точок 
i
z , 

які задовольняють нерівності  

  jihi zzkzzz −+≤≤− )13()~(~
ρ , jikji ≠= ,,0, .  (3) 

Основним результатом роботи є теорема, в якій доведено, що D -
модуль, як і класичний модуль гладкості, має властивість нормальності. 

Теорема. Якщо функція f  є неперервною на Γ , то для всіх 

0, ≥∈ τNn  має місце нерівність 

  ≤Γ),,( fnk τω ),,( Γfcn k

k
τω

α ,    (4) 

де α  – найбільше серед чисел jα ;  c  – стала, що не залежить від 

fn ,, τ . 

Для доведення теореми скористаємося допоміжними лемами.  
Позначимо через   }:{:],[},:{:],[ rzrzvrzrzU =−=≤−= ζζζζ  

відповідно круг і коло радіусом 0>r  з центром у точці C∈z . 
Лема 1. Нехай M  – зв'язна множина, Mz∈  і точки kzzz ,...,,

10
 міс-

тяться в ],[ rzUM ∩ . Якщо 0],[ /≠∩ rzvM , то знайдеться k  точок 
''

1
,..., kzz , для яких виконуються співвідношення: 
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)13( ji zzkr −+≤ , jikji ≠= ,,1, ;    (5) 

 ')13( ji zzkr −+≤ , ki ,0= , kj ,1= .    (6) 

Лема 2. Нехай 0>= constC , Γ∈z
~ , 

0
z ,..., Γ∈kz . Якщо при всіх 

kji ,1, = , ji ≠  виконується   jih zzCz −≤)~(ρ    і при всіх ki ,0=   –   

)~(~
zzz hi ρ≤− , то  
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Лема 3. Нехай функція f  задана в точках jz , *

*
, jjj = . Для дові-

льного набору },...,{
1 kjj  індексів має місце тотожність  
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Зауважимо, що в лемі 3 наведено у зручній формі відому тотож-
ність Поповічіу [3], [4]. 

Надалі для зручності вважатимемо, що 0:
1
=a  є точкою стику дуг 

1
Γ  

і 
2

Γ , при цьому 
1

: αα = . 

Лема 4. Існує число 0)( >Γ= RR , яке задовольняє умови: 

1) для всіх точок ],0[ RUz∈  точка 0  є найближчою точкою стику; 

2) частина кривої Γ , що потрапила до круга ],0[ RU , складається з 

двох гладких дуг 
1
γ  і 

2
γ , які є частинами відповідно дуг 

1
Γ  і 

2
Γ ; 

3) коливання кута дотичної до кривої 
1
γ  не перевищує 

6

π

, тобто 

має місце нерівність  
   |"||'|2"' zzzz −≤−            (10) 

для всіх 
1

' γ∈z , 
1

" γ∈z ; так само коливання кута дотичної до 
2

γ  не 

перевищує 
6

π

, отже виконується нерівність (9) для всіх 
2

' γ∈z , 
2

" γ∈z ; 

4) для відстані ),(
1
Γzd  від точки 

2
γ∈z  до дуги 

1
Γ  має місце нерів-

ність 
    ),(||

1
Γ≤ zcdz ,                     (11) 

 де c  – стала, що залежить тільки від α . 
Візьмемо точку Γ∈z

~ , числа N∈> nh ,0  і розглянемо набір точок 

},...,,{
10 k

zzz , що задовольняють умову (3). Через c  позначатимемо різні 

сталі, які можуть залежати тільки від k  і Γ . Для доведення теореми дос-
татньо довести нерівність  

 ≤− ),...,;,()(
100 kzzfzLzf ),,( Γfchcn k

k
ω

α ,         (12) 

при цьому обмежимось розглядом тільки основного випадку: 
2

~

γ∈z , 

Rz
2

1
|~| ≤ , cnh < , де 

2
γ  і R  визначені в лемі 4, а стала c  задовольняє не-

рівність (16).  
При jli ≤≤  з нерівностей (10) і (11) леми 4 випливає  

  jilhjiji cc ζζζρζζ −≤≤−
−

)(|| .            (13) 
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Зокрема   cjjhkjj j
<=−

+
θζρζζ θ ),(   і  для всіх plkpl ≠= ,,1,   

   plkjj c ζζζζ −≤−
+

,  

тоді за лемою 2 одержуємо  
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++
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1 kjjjj fLf ζζζζ ),,( Γfchc kω .          (14) 

Позначивши через 
1
j  найбільше серед чисел j  таких, що 
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, припустимо, що  pnjj
p

+=
1

: . 

Для довільної точки )]~(,~[)(
21
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*
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1
j . Аналогічно до (14) оде-

ржимо  

 ≤−
−++
),...,,;,()(

11
***

kjjjfzLzf ζζζ ),,( Γfchc kω .         (15) 
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де )(zA j  визначається рівністю (9). Тоді з рівностей (15), (16) і (14) за 

лемою 3 одержимо 
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Звідси випливає нерівність (12). Отже, теорему доведено. 
Властивості введеного D -модуля гладкості ),( tf

k
ω  та пряма тео-

рема наближення функцій алгебраїчними многочленами на областях з 
кутами розглядаються також у роботі [2]. 

        

Висновки 
У роботі поширено означення модулів гладкості З.Дітзіана і 

В.Тотіка на функції, неперервні на кусково-гладких кривих комплексної 
площини. При цьому досліджено основні властивості введеного D -
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модуля гладкості, зокрема доведено властивість нормальності, сформу-
льовану у вигляді теореми. 
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Рассмотрен аналог модуля гладкости Дитзиана-Тотика для функций, 

непрерывных на кусочно-гладких кривых комплексной плоскости. Определен 

D -модуль гладкости на областях с углами, исследованы его свойства.  
Приближение функций, комплексная плоскость, множества с ку-

сочно-гладкой границей, D-модуль гладкости. 
 
We extend the definition of Ditzian-Totik modules of smoothness for the func-

tions, continuous on piecewise smooth curves of complex plane, and investigate the 
properties of these modules.  

Function approximation, complex plane, piecewise smooth curves, 
modules of smoothness. 
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