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Анотація. Отримане рівняння, яке описує розпо-
всюдження довгохвильових сигналів скінченої амплі-
туди у м’яких ґрунтах сільськогосподарського приз-
начення при їх взаємодії з робочими органами ґрун-
тообробних машин вібраційно-хвильової дії. Обчис-
лений коефіцієнт нелінійності насичення спорового 
середовища. Досліджений відносний внесок неліній-
них ефектів та дисипативних, обумовлених відносним 
рухом компонент середовища. У даній роботі розгля-
нута поведінка збурення відносно невеликої ампліту-
ди, яке розповсюджується у вигляді ударної хвилі. У 
цьому наближенні обчислений коефіцієнт нелінійнос-
ті насиченого спорового середовища й описаний як 
нестаціонарний, так і стаціонарний режими розпов-
сюдження збурення, при якому нелінійність врівно-
важується релаксаційною в’язкістю, що виникає за 
рахунок обміну імпульсом між фазами. Показано, що 
у широкому діапазоні характерних параметрів ґрунтів 
врахування нелінійних складових у хвилях невеликої 
амплітуди є визначальним. Розвинутий у роботі підхід 
дозволяє послідовно вказати межі застосування ліній-
ного наближення та відносної ролі нелінійних та ди-
сипативно-дисперсійних складових у хвильовому рів-
нянні. 

Ключові слова: моделювання, аналіз, хвилі, скі-
нчена амплітуда, м’які ґрунти, сільське господарство, 
взаємодія, робочі органи, ґрунтообробні машини, віб-
раційно-хвильова дія. 

Постановка проблеми 

Зазвичай у м’яких ґрунтах (у т.ч. сільськогоспо-
дарського призначення) існують хвилі 1-го роду, які 
розповсюджуються  як у однофазному середовищі з 
внутрішньою ступінню вільності руху, а також і хвилі 
2-го роду, що характеризуються невеликою швидкіс-
тю розповсюдження й аномально високим коефіцієн-
том поглинання. Фронт слабкої нелінійної хвилі у 
м’яких ґрунтах сільськогосподарського призначення 
(МГСП) формується звуковими збуреннями 1-го роду 
й описується у межах моделі насиченого спорового 
середовища з рівними тисками – моделлю Х. А. Рах-
матуліна. 

Дослідженню процесу розповсюдження стаціо-
нарних сильних ударних хвиль присвячена робота 
Борисова С.Н., Ніколаєвського В.Н., Радченко В.П. 
[3], проте аналіз поведінки збурень відносно невели-
кої (але скінченої) амплітуди у МГСП відсутній. 

Аналіз останніх досліджень 

Питаннями розповсюдження хвиль у насичених 
спорових середовищах займались багато дослідників. 
Зокрема, у [1] наведена детальна бібліографія. Знач-
ний внесок у теорію був зроблений авторами робіт [1-
3]. 

Як встановлено у [1], м’які ґрунти (МГСП) хара-
ктеризуються відносно малими значеннями параметру 
цементації K1βκ =  (де −1β стиснення матеріалу 

твердої матриці, 1−K  – ефективне стиснення скелету 
середовища) та фазові тиски у водонасиченому МГСП 
рівні між собою з точністю до величин порядку κ  [1, 
2]. У МГСП існують, як вказано вище, хвилі 1-го та 2-
го роду. Основні параметри стаціонарних сильних 
ударних хвиль досліджені у [3].  

У роботах [4,5] вказано на те, що для ґрунтів ха-
рактерні доволі великі коефіцієнти нелінійності 
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ρε cc де −ρ щільність середовища, 

−c швидкість звуку. Як показано нижче, у широкому 
діапазоні характерних параметрів ґрунтів врахування 
нелінійних складових у хвилях невеликої амплітуди є 
визначальним. Розвинутий у даній роботі підхід до-
зволяє послідовно вказати межі застосування лінійно-
го наближення й відносної ролі нелінійних та дисипа-
тивно-дисперсійних складових у хвильовому рівнян-
ні. 

Мета досліджень 

Мета дослідження полягає у обґрунтуванні моде-
лі розповсюдження хвиль скінченої амплітуди у 
МГСП, що виникають при взаємодії робочих органів 
ґрунтообробних машин вібраційно-хвильової дії з 
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оброблюваним середовищем, й аналізі основних па-
раметрів вказаних хвиль у процесі їх просторово-
часової еволюції. 
 
 

Результати досліджень 
 
У межах моделі Х.А. Рахматуліна система рів-

нянь безперервності та руху для кожної фази у плос-
кому одновимірному випадку приймає наступний вид 
[1]: 
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Тут −wu,,, 21 ρρ щільності фаз та їх масові 
швидкості, −mm ,0 початкова та поточна пористість, 
−p тиск у фазах, ( ) −+−= 0200100 1 ρρρ mm рівно-

важна щільність середовища, 
( ) ( )−−= 00020100 /1 ρµρρθ mmk час релаксації, 

−0k проникність середовища, −µ в’язкість рідкої 
фази. Індекс 1 відповідає твердій фазі МГСП, а індекс 
2 – рідкій. 

Система рівнянь (1) доповнюється рівнянням 
стану Тета для кожної фази 

( )[ ],1// 0
2

01 −= in
iiii ncp ρρρ  де −ic рівноважні 

швидкості звуку у кожній з фаз, −in постійні, 
.2,1=i  Система рівнянь (1) описує суспензію твер-

дих часточок у рідині, а також МГСП.  
Розглянемо довгохвильові збурення скінченої 

амплітуди, які розповсюджуються у одному напрям-
ку, з характерними частотами, такими, що 1<<ωθ  

(значення θ10
−m  для різних ґрунтів наведені у [1]: 

cm 391
0 1010 −−− −≈θ  ). Вважаємо, що число Маха 

0/ cwM =  мале ,1<<M  де ( ) −= − 2/1
00 βρc рів-

новажна швидкість звуку у середовищі, 
( ) −+−= 20101 βββ mm стиснення двофазного се-

редовища, ( ) −=
−12

0 iii cρβ  стиснення −i ої фази. 
Припускаючи, що нелінійні та дисипативні ефекти 
справляють незначний вплив на профіль хвилі на від-
станях порядку її довжини хвилі, у системі рівнянь (1) 
залишимо члени до другого порядку малості включно 
по відношенню до величин 

m ( ) ,/,/,/,/ 0
2

0000 mmcpcw ii ′′′ ρρρ  де штри-
хом позначені відхилення відповідних величин від їх 
рівноважних значень. Переходячи у супутню систему 
координат ,/, 0cxtxx −== τ  врахуємо, що за від-
сутності дисипативних та нелінійних складових у рів-
няннях всі величини залежать тільки від однієї змін-
ної .τ  При врахуванні нелінійних та дисипативних 
складових залежність усіх величин буде також визна-
чатись й повільною змінною x  [6]. Оскільки зміна 
форми хвилі на відстанях порядку її довжини незнач-
на, тоді слід очікувати прояв нелінійних ефектів на 
відстанях ,λ>>x  де −λ  довжина хвилі. З точністю 
до величин другого порядку малості у нових змінних 
система рівнянь (1) приймає інший вид (тут, у зв’язку 
з громіздкістю цієї системи, вона не приведена).  

З рівнянь Тета випливає, що: 
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Підставимо (2) у систему рівнянь з точністю до 
величин другого порядку малості у нових змінних 
(тут не наведену). Виключаючи з рівнянь безперерв-
ності фаз ,m′  отримаємо: 
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де −V  середньо об’ємна швидкість середовища 
(МГСП). 

Помножимо рівняння руху −i ої фази на величи-
ну ( )[ ]20100 1 iii mm δδρ +−  (де −21, ii δδ символи 
Кронекера) й складаючи отримані рівняння, будемо 
мати: 

( ) ,1

0

40103020

0 ρ
ρρ

β
τ

AmAm
c
Up −+

−=







−′

∂
∂

   (4) 

де ( )[ ]−+−= − wmumU 020010
1

0 1 ρρρ  середня ма-
сова швидкість середовища. 

У рівняннях (3), (4) 41 AA − визначаються насту-
пними виразами: 
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З рівнянь системи, отриманої з точністю до вели-
чин другого порядку малості у нових змінних, можна 
визначити з точністю до 2-го порядку включно (у [1] 
це рівняння виведене у лінійному наближенні): 
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У складових 2-го порядку замінимо величини 
UVmpu ,,,, ′′  через величину w  за допомогою спів-

відношень, які випливають з лінійної теорії: 
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Як вказано вище, у низькочастотній межі масові 
швидкості фаз дорівнюють одна одній і хвиля розпо-
всюджується зі швидкістю ( ) .2/1

00
−= βρc  У насту-

пному наближенні необхідно враховувати, що різниця 
швидкостей фаз є величиною 2-го порядку малості. 

Підставляючи значення τ∂−∂ /)( VU  з рівняння 
(6) у рівняння, отримане шляхом віднімання рівняння 
(4) з (3), отримаємо рівняння відносно величини w : 
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      (7) 

Складова у правій частині рівняння (7) обумов-
лена неоднаковою інерційністю фаз. За малої проник-
ності чи значної в’язкості рідини МГСП вирівнюван-
ня швидкостей відбувається швидко; за малої 
в’язкості чи великої проникності значення швидкос-

тей фаз визначається тільки інерційними властивос-
тями компонент. Зазначимо, що внутрішнє тертя у 
кожній з фаз пропорційне в’язкості, у той самий час 
як дисипація у середовищі (МГСП) обернено пропор-
ційна в’язкості (у широкому діапазоні зміни парамет-
рів в’язкості й проникності основною дисипативною 
складовою у правій частині рівнянь руху є сила тертя 
між компонентами). 

Розв’язок рівняння (7) відомий [6]. З нього ви-
пливає, що сигнал скінченої амплітуди послабляється, 
причому різниця швидкостей компонент вирівнюєть-
ся з віддаленням від фронту хвилі.  

Розглянемо розв’язок, який відповідає стаціонар-
ній хвилі, коли дія нелінійних ефектів врівноважуєть-
ся в’язкими. Тоді стаціонарна хвиля стрибка різниці 
масових швидкостей фаз має вид: 
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де ширина фронту стаціонарної хвилі (солітона) Фδ  
дорівнює ( )./4 0wαγ  Наприклад, для водонасиченого 
кварцового піску ширина фронту при 

410−≈µ складає мФ 5≈δ , у той час як у лінійній 
теорії Фδ зростає з відстанню [3]. 

Проаналізуємо відносну роль нелінійних складо-
вих у рівнянні (7) при розповсюдженні хвиль скінче-
ної амплітуди у середовищах типу МГСП. Параметр 

)2/( 000201 µρρρ kz =  для глинистого піску при 

4,02,00 −≈m  порядку 46 103105 −− ⋅−⋅ [1] й, відпо-

відно, ωωγ )1010(/ 34
00

−− −≈≈ ccw  при 

,/102 3
0 смc ⋅=  тому для хвиль з частотами 

Гц101,0 −≅ω  нелінійні ефекти повинні переважати 
над дисипативними при ,/1,00 cмw > що може бути 
виконано лише для хвиль великої інтенсивності, які 
виникають при взаємодії робочих органів ґрунтооб-
робних машин вібраційно-хвильової дії з оброблюва-
ним ними МГСП. У суглинку карбонатному, глині чи 
солонцевій глині 79 1010 −− −≈z  [1] і вплив неліній-
них ефектів буде значним й при малих інтенсивностях 
хвиль. Врахування дисперсії у рівнянні (7) може при-
звести до осциляторної поведінки збурень за фронтом 
слабкої ударної хвилі, що, у свою чергу може сприяти 
розжиженню середовища (МГСП). 
 
 

Висновки 
 

1. Обґрунтована нелінійна фізико-механічна та 
математична моделі м’яких ґрунтів сільськогосподар-
ського призначення (МГСП), для яких встановлені 
основні закономірності просторово-часової еволюції 
хвиль, виникаючих при взаємодії робочих органів 
ґрунтообробних машин вібраційно-хвильової дії з 
оброблюваним середовищем. 
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2. Прояв нелінійних ефектів у МГСП слід чекати 
у таких середовищах, якщо вони мають малу проник-
ність чи великий коефіцієнт в’язкості, що відповідає 
малим значенням релаксаційного часу. Наявність у 
таких середовищах защемленого повітря призведе до 
значного збільшення ролі нелінійної взаємодії. 

3. Отримані у роботі результати можуть бути у 
подальшому використані для уточнення і вдоскона-
лення існуючих інженерних методів розрахунку па-
раметрів робочих органів ґрунтообробних машин віб-
раційно-хвильової дії, взаємодіючих з МГСП, як на 
стадіях їх проектування/конструювання, так і у режи-
мах реальної експлуатації. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ ВОЛН КОНЕЧНОЙ 
АМПЛИТУДЫ В МЯГКИХ ПОЧВАХ 

СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО НАЗНАЧЕНИЯ  
ПРИ ИХ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ С РАБОЧИМИ 
ОРГАНАМИ ПОЧВООБРАБАТЫВАЮЩИХ 

МАШИН ВИБРАЦИОННО-ВОЛНОВОГО 
ВОЗДЕЙСТВИЯ  

Д. Г. Войтюк, Ю. O. Гуменюк, Ю. В. Човнюк 
Аннотация. Получено уравнение, которое опи-

сывает распространение длинноволновых сигналов 
конечной амплитуды в мягких грунтах сельскохозяй-
ственного предназначения при их взаимодействии с 
рабочими органами почвообрабатывающих машин 
вибрационно-волнового действия. Вычислен коэффи-
циент нелинейности насыщения поровой среды. Ис-
следован относительный вклад нелинейных эффектов 
и диссипативных, обусловленных относительным 
движением компонент среды. В данной работе рас-
смотрено поведение возмущения относительно не-
большой амплитуды, которое распространяется в виде 
ударной волны. В этом приближении вычислен коэф-
фициент нелинейности насыщенного поровой среды и 
описан как стационарный, так и нестационарный ре-
жимы распространения возмущения, при котором 
нелинейность уравновешивается релаксационной вяз-
костью, которая возникает за счёт обмена импульсом 
между фазами. Показано, что в широком диапазоне 
характерных параметров грунтов учёт нелинейных 
составляющих в волнах небольшой амплитуды явля-
ется определяющим. Развитый в работе подход поз-
воляет последовательно указать границы применения 
линейного приближения и относительную роль нели-
нейных и диссипативно-дисперсионных составляю-
щих в волновом уравнении. 

Ключевые слова: моделирование, анализ, вол-
ны, окончена амплитуда, мягкие почвы, сельское хо-
зяйство, взаимодействие, рабочие органы, почвообра-
батывающие машины, вибрационно-волновая дей-
ствие. 
 
 

MODELING AND ANALYSIS OF FINITE-
AMPLITUDE WAVES IN SOFT SOILS FOR 

AGRICULTURAL PURPOSES IN THEIR 
INTERACTION WITH WORKING BODIES  

OF TILLAGE MACHINES VIBRATION-WAVE 
IMPACT 

Voytyuk D. G., Gumeniuk Yu. O., Chovnyuk Yu. V. 
Abstract. The equation for the propagation of the 

long-wave signals of finitely valued amplitude in the soft 
agricultural soils during their interaction with working 
organs of the soil’s treated machines of vibrate-wave ac-
tion is obtained. The coefficient of the nonlinearity of the 
saturation of the pore’s media is calculated. The compara-
tive contribution of the nonlinear effects and of the dissi-
pative, as well, which are attributed to relative motion of 
media’s components, is researched. The behavior of the 
relatively little amplitude of perturbation, which propa-
gates as a shock-wave, is discussed at this work. Accord-
ing to this approach, the coefficient of nonlinearity for the 
saturated pore media is calculated. The stationary and no 
stationary regimes of the perturbation propagation are 
described just for the situation when the nonlinearity is 
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balanced by the relaxation viscosity and appears with the 
help of the impulse change between the phases. For the 
wide range of the soil’s characteristic parameters, the ac-
count of the nonlinear components in the waves of the no 
large amplitude is principal. The approach of this work 
gives one the possibility for the consistent indication of 
the boundaries for the linear approximation and the rela-
tive role of nonlinear and dissipative and dispersion com-
ponents at the wave equation. 

Key words: modeling, analysis, wave over the am-
plitude of the soft soil, agriculture, communication, work-
ing bodies tillage machines, vibration and wave action. 
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