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Анотація. З метою підвищення продуктивності 

та надійності крана-маніпулятора з гідроприводом 

згідно з нормативно-технічною документацією, яка 

регламентує безпечну експлуатацію багатоланкових 

кранів-маніпуляторів допускається суміщення рухів з 

одночасним переміщенням декількох ланок стрілової 

системи. В результаті в роботі розглянута методика 

побудови математичної моделі в площині зміни 

вильоту стрілової системи із вантажем крана-

маніпулятора. Математична модель побудована із 

врахуванням трьох одночасних рухів, а саме, 

одночасного підйому стріли, розгортання рукояті та 

коливального руху захватного пристрою з вантажем. 

Розраховано функції зміни кінематичних та 

динамічних характеристик стрілової системи за 

одночасного переміщення її ланок. Побудова 

математичної моделі виконується із застосуванням 

рівнянь Лагранжа другого роду. При цьому за 

узагальнені координати моделі крана-маніпулятора 

прийнято, кутові координати положення ланок 

стрілової системи та кутове відхилення вантажу. А 

механічні характеристики приводу, представлені у 

вигляді квадратичних залежностей між діючими 

зусиллями та швидкостями переміщень штоків 

силових гідроциліндрів. Керування елементами 

приводу представлено у вигляді рівнянь витрати 

робочої рідини зі зміною площі прохідного перерізу 

золотникового гідравлічного розподільника за 

лінійним законом. В результаті отримано рівняння 

руху крана-маніпулятора з врахуванням впливу 

інерційної складової кожної ланки стрілової системи 

та впливу коливального руху вантажу на динамічні 

навантаження елементів металоконструкції та 

елементів гідравлічного приводу. Розроблена 

математична модель дозволяє теоретично визначити 

вплив одночасного переміщення стріли та рукояті на 

коливання вантажу, та вплив коливання вантажу на 

динамічні навантаження, які виникають в стріловій 

системі та елементах приводу крана-маніпулятора. 

Ключові слова: математична модель, зміна 

вильоту, суміщення рухів, кран-маніпулятор, 

рівняння Лагранжа другого роду, динамічні 

навантаження, коливання вантажу. 

 

 

 

Постановка проблеми 

 

В процесі виконання технологічного процесу 

розвантажувально-завантажувальних операцій в 

елементах стрілової системи та елементах приводу 

крана-маніпулятора виникають динамічні 

навантаження, в наслідок нерівномірного обертання 

стрілової системи при рівномірному переміщені 

штоків гідроциліндрів. Динамічні навантаження 

залежать від кінематичних параметрів крана-

маніпулятора та від характеру зміни швидкості 

переміщення ланок стрілової системи з вантажем. 

Згідно з нормативно-технічною документацією, яка 

регламентує роботу багатоланкових кранів-

маніпуляторів [1-2] допускається суміщення операцій 

одночасного переміщення декількох ланок стрілової 

системи крана-маніпулятора. При суміщенні операцій 

одночасного переміщення двох ланок стрілової 

системи з вантажем можна значно знизити динамічні 

навантаження і відповідно підвищити продуктивність, 

надійність елементів стрілової системи та 

гідравлічного обладнання крана-маніпулятора. Для 

визначення дійсних динамічних навантажень в 

елементах конструкції крана-маніпулятора при 

суміщені рухів ланок стрілової системи необхідно 

мати адекватні математичні моделі [3-8]. 

 

 

Аналіз останніх досліджень 

 

Відомі [6-13] методи побудови математичної 

моделі крана-маніпулятора. В даних роботах стрілова 

система крана-маніпулятора представлена, як 

голономна механічна система, в якій центр ваги ланок 

металоконструкції співпадає з їх геометричними 

параметрами. В роботах [6-17] розглянуто побудову 

математичної моделі крана-маніпулятора, 

встановлено зв'язок між кінематичними залежностями 

привідної ланки крана-маніпулятора та вантажу. 

Проаналізовано вплив динамічних навантажень на 

елементи металоконструкції стрілової системи крана-

маніпулятора. В роботах [10-11] розглянуто аналіз 

впливу суміщення рухів трьох ланок стрілової 

системи на динамічну завантаженість крана-

маніпулятора. При досить великому обсязі розгляду 

проблеми динамічного аналізу суміщення 
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одночасного руху ланок стрілової системи, розв’язок 

даної задачі для кранів-маніпуляторів з 

гідроприводом не розглянуто з врахуванням 

коливання вантажу на кінці стрілової системи. 

 

 

Мета досліджень 

 

Метою даної роботи є побудова математичної 

моделі динаміки зміни вильоту стрілової системи 

крана-маніпулятора при суміщенні операцій 

одночасного підйому стріли та розгортання рукояті з 

коливаннями вантажу на кінці стрілової системи та 

дослідження динаміки зміни вильоту стрілової 

системи крана-маніпулятора. 

 

 

Результати досліджень 

 

При досліджені динаміки зміни вильоту стрілової 

системи крана-маніпулятора при суміщені рухів 

(підйому стріли, розгортання рукояті та коливання 

вантажу) приймаємо наступні припущення: 

-  вважаємо, що усі ланки стрілової системи є 

абсолютно тверді тіла, окрім вантажу, який здійснює 

коливання на шарнірному підвісі в площині зміни 

вильоту; 

- тертя в рухомих елементах і в’язке тертя 

рідини в трубопроводах не враховуємо; 

- стисливість робочої рідини в елементах 

приводу не враховуємо. 

Виходячи з наведених припущень стрілову 

систему маніпулятора в процесі зміни вильоту 

вантажу  при суміщенні двох основних рухів та 

коливань вантажу представляємо як голономну 

механічну систему з трьома ступенями вільності. 

Кутові координати повороту стріли та рукояті 

відраховуємо від осі х, а кутову координату 

відхилення вантажу від осі y, (рис. 1.) За узагальнені 

координати системи приймаємо кутові координати: 

повороту стріли  , повороту рукояті  , та 

відхилення від вертикалі шарнірного підвісу з 

вантажем  , (рис. 1). 

Рис. 1. Динамічна модель стрілової системи крана-маніпулятора в процесі зміни вильоту при суміщені 

рухів стріли та рукояті з вантажем. 

Fig. 1. Dynamic model stravo system of the crane in the process of luffing when the combined movements of the 

boom and stick with cargo. 

 

На рис. 1 прийняті такі позначення: 1l - довжина 

стріли; 2l - довжина рукояті; 3l - довжина шарнірного 

підвісу; 321 ,, mmm - маса відповідно стріли, рукояті та 

вантажу; 54321 ,,,, 
 

- кути утворені 

геометричними параметрами елементів стрілової 

системи та приводних механізмів крана-маніпулятора;

321 ,, хxx - горизонтальні координати центрів мас 

стріли, рукояті та вантажу; 321 ,, уyy - вертикальні 

координати центрів мас відповідно стріли, рукояті та 

вантажу. 

Виразимо координати центрів мас для стріли, 

рукояті та захватного пристрою з вантажем крана-

маніпулятора через узагальнені координати: 
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Для складання рівнянь руху крана-маніпулятора 

в процесі зміни вильоту стрілової системи з вантажем 

за одночасного переміщення стріли, рукояті та 

вантажу використовуємо рівняння Лагранжа другого 

роду, які для системи, наведеної на (рис. 1), мають 

вигляд: 
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де t  - час; T , П - відповідно кінетична та 

потенціальна енергія стрілової системи крана-

маніпулятора в процесі зміни вильоту вантажу; 

 QQQ ,,  - неконсервативні складові узагальнених 

сил системи, що відповідають координатам  ,, . 

Виразимо кінетичну енергію стрілової системи 

крана-маніпулятора: 
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(5) 

де 2m  - маса рукояті; 3m  - маса вантажу; 1J  - момент 

інерції стріли відносно осі її обертання, точки О 

(рис. 1); 2J  - момент інерції рукояті відносно осі її 

обертання, точки Е (рис. 1). 

Запишемо вираз потенціальної енергії стрілової 

системи крана-маніпулятора в процесі зміни вильоту: 

  ,332211 gymymymП   (6) 

де g  - прискорення вільного падіння. 

Візьмемо похідні від кінетичної енергії (5), що 

входять в систему рівнянь (4): 
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Візьмемо часткові похідні від потенціальної 

енергії (6): 
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Визначимо неконсервативні складові 

узагальнених сил, що входять в систему рівнянь (4). 

Для цього складемо рівняння елементарних робіт: 
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В отриманому рівнянні виразимо варіацію 

переміщення штоків гідроциліндрів через варіацію 

узагальнених координат, в результаті чого отримаємо: 
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де 1F - зусилля в гідроциліндрі підйому стріли; 2F - 

зусилля в гідроциліндрі переміщення рукояті 

Підставивши вирази (7…10) в систему рівнянь 

(4), отримаємо систему диференціальних рівнянь руху 

крана-маніпулятора в процесі зміни вильоту стрілової 

системи з вантажем при суміщені двох рухів: 
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 (11) 

Знайдемо координати приводних механізмів, що 

входять в систему рівнянь (11).  

.1UAB   

 .2 32
22

1   CosOBAOOBAOU (12) 

.2UСF 
 

 .222
2 CDFCosDFCDDFCDU 

   
(13) 

Для визначення  CDF спочатку розглянемо 

чотирьох ланковий механізм EDFG (рис. 2), і 

визначимо діагональ DG: 

 .222 DEGCosDEEGDEEGDG 
 

(14) 

 .5  DEG   (15) 

Після підстановки виразу (15) в залежність (14) 

отримаємо: 

 .2 5
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(16) 

Використовуючи теорему синусів, запишемо: 
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З рівняння () знаходимо: 

 







 


DG

SinEG
ArcSinADE

5  (18) 

Кут FDG знайдемо з виразу: 

FDGCosDGDFDGDFFG  222
 (19) 

Тоді: 
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Склавши вирази (18) і (20) знайдемо кут EDF : 
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Тепер можна знайти кут CDF : 

4  EDFCDF   (22) 

Після підстановки виразу (22) в залежність (13) 

отримаємо: 

 .2 4
22

2  EDFCosDFCDDFCDU (23) 

 

Рис. 2. Кінематична схема привода рукояті. 

Fig. 2. Kinematic diagram of the drive handle. 
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Рушійні зусилля в силових гідроциліндрах 

визначаються з механічних характеристик, які 

представлені у вигляді квадратичних залежностей між 

діючими зусиллями та швидкостями переміщень 

штоків силових гідроциліндрів. 
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де: нP - тиск рідини в гідравлічній системі; 1A - 

площа поршня гідроциліндра підйому стріли; 2A - 

площа поршня гідроциліндра розгортання рукояті; 

1U  швидкість переміщення штоку гідроциліндра 

підйому стріли; 2U  швидкість переміщення штоку 

гідроциліндра переміщення рукояті. 

Витрата робочої рідини яка протікає через 

гідророзподільник для надання силовим 

гідроциліндрам потрібного режиму пуску та 

подальшого переміщення стрілової системи 

визначається наступними залежностями, відповідно 

для гідроциліндра підйому стріли та гідроциліндра 

переміщення рукояті: 

;
2 1

11



Pg

fQ


  

(25) 

,
2 2

22



Pg

fQ


  

де: 1P - перепад тиску в гідроциліндрі підйому 

стріли; 2P - перепад тиску в гідроциліндрі 

переміщення рукояті;  - коефіцієнт витрати робочої 

рідини, який залежить від конструкції дроселя та 

визначається експериментально (для кромкових гідро 

розподільників 7.065.0  ); 1f - площа прохідного 

перерізу гідравлічного розподільника гідроциліндра 

підйому стріли; 2f - площа прохідного перерізу 

гідравлічного розподільника гідроциліндра 

переміщення рукояті;  - питома вага рідини. 

Для розрахунку динаміки зміни вильоту стрілової 

системи крана-маніпулятора використаємо такі 

вихідні параметри: ,3501 кгm   ,2202 кгm   

,6003 кгm  ,41 мl   ,22 мl   ,8,03 мl   ,6,1 мAO   

,5,0 мOB   ,6,1 мCD   ,41 мl  ,425,0 мDF   

,425,0 мFG   ,425,0 мEG   ,255,0 мDE   

,1020 6 ПаРн   ,012265,0 2
1 мA  ,00915,0 2

2 мA   

,192,01 рад  ,378,12 рад  ,384,03 рад  

,157,04 рад ,57,15 рад  ./850 3мкг   

Початкові умови руху маніпулятора:   ,00   

  ,00     ,10     ,00     ,00     .00   

Підставивши в систему рівнянь (11) вихідні 

параметри та початкові умови і розв’язавши її, 

визначено та побудовано графічні залежності (рис. 3 – 

рис. 13). При розв’язку системи рівнянь було 

прийнято такі припущення: 

- час відкривання золотникового гідророзподільника 

становить 0,1 с; 

- площа прохідного перерізу гідророзподільника 

змінюється за лінійним законом. 

Із системи рівнянь (11) та виразів (12-

23)визначено переміщення штоків силових 

гідроциліндрів, відповідно підйому стріли (рис. 3) та 

переміщення рукояті (рис. 4). В залежності від 

переміщення штоків приводних гідроциліндрів 

визначено кутове переміщення підйому стріли (рис. 5) 

та кутове переміщення рукояті (рис. 6).  

Аналізуючи наведені графічні залежності 

переміщення елементів приводу та ланок стрілової 

системи (рис. 3 – рис. 6), можна визначити у 

відповідності до геометричних та кінематичних 

характеристик функціональну залежність кутового 

переміщення ланок стрілової системи у відповідності 

до лінійного переміщення штоків силових 

гідроциліндрів. 

 
Рис. 3. Графік переміщення штоку гідроциліндра 

підйому стріли. 

Fig. 3. Schedule moving of a rod of a hydraulic 

cylinder of a boom. 

 
Рис. 4. Графік переміщення штоку гідроциліндра 

рукояті. 

Fig. 4. Schedule moving of a rod of the hydraulic 

cylinder of the handle. 

 
Рис. 5. Графік кутового переміщення стріли. 

Fig. 5. Graph of angular displacement of the boom. 
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Рис. 6. Графік кутового переміщення рукояті. 

Fig. 6. Graph of angular displacement of the handle 

 

Розв’язавши систему рівнянь з вихідними 

параметрами та початковими умовами побудовано 

графічні залежності розгону та виходу на усталений 

рух штоків приводних гідроциліндрів (рис. 7 – рис. 8) 

та відповідно елементів стрілової системи (рис. 9 – 

рис. 10) за умови одночасного переміщення стріли, 

рукояті та вантажу. Аналізуючи графічні залежності 

швидкостей штоків силових гідроциліндрів можна 

зазначити, що розгін штоку гідроциліндра підйому 

стріли відбувається протягом 0,8 с, та на протязі 

усталеного руху супроводжується динамічними 

навантаженнями коливального характеру. 

Максимальне значення швидкості усталеного руху 

становить 0,1 м/с. Для штоку гідроциліндра привода 

рукояті вихід на усталений рух відбувається протягом 

1,5 с, при цьому швидкість переміщення становить 

0,08 м/с, та супроводжується динамічними 

навантаженнями коливального характеру. 

 

 
Рис. 7. Графік швидкості переміщення штоку 

гідроциліндра підйому стріли. 

Fig. 7. Graph of the velocity of the cylinder rod of 

the boom. 

 

 
Рис. 8. Графік швидкості переміщення штоку 

гідроциліндра рукояті. 

Fig. 8. Graph of the velocity of the cylinder rod of 

the handle. 

Вихід на усталений рух стріли та рукояті (рис. 9-

рис. 10) відбуваються у відповідності до виходу на 

усталений рух штоків силових гідроциліндрів, в 

подальшому супроводжується динамічними 

навантаженнями. Кутова швидкість переміщення 

стріли становить на початку усталеного руху 0,2 

рад/с, при подальшому переміщені має незначний 

зріст. Кутова швидкість розгортання рукояті на 

початку усталеного руху становить 0,58 рад/с, при 

подальшому переміщені має незначний спад. 

Поступове зростання швидкості стріли та поступове 

зниження швидкості рукояті при усталеному русі 

викликане кінематичними параметрами крана-

маніпулятора та відповідно коливальними рухом 

вантажу (рис. 13).  

 

 
Рис. 9. Графік кутової швидкості стріли. 

Fig. 9. Graph the angular velocity of the boom 

 

 
Рис. 10. Графік кутової швидкості рукояті. 

Fig. 10. Graph the angular velocity of the handle. 

 

 
Рис. 11. Графік зміни тиску в гідроциліндрі 

підйому стріли. 

Fig. 11. Graph of the pressure in the lift cylinder 

boom. 

 

Із системи рівнянь (11) та виразів (24-25) 

визначено функціональну залежність зміни тиску в 
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робочих камерах гідроциліндрів в процесі 

одночасного переміщення стріли, рукояті та вантажу 

(рис. 11 – рис. 12). Як видно з графічних залежностей 

тиск на початку руху дорівнює Па7102  , що 

відповідає тиску робочої рідини в гідросистемі. При 

подальшому переміщені ланок стрілової системи і 

виходу її на усталений рух тиск в гідроциліндрі 

підйому стріли та розгортання рукояті становить 

приблизно Па6105  , та супроводжується 

динамічними навантаженнями. Це спричинено 

інерційною складовою ланок стрілової системи та 

відповідно виникнення в ній та елементах приводу 

динамічних навантажень спричинених коливальним 

рухом вантажу (рис. 13). 

 

 
Рис. 12. Графік зміни тиску в гідроциліндрі 

приводу рукояті. 

Fig. 12. Graph of the pressure in the hydraulic 

cylinder of the actuator handle. 

 

 
Рис. 13. Графік коливання вантажу. 

Fig. 13. Graph of fluctuation of the load. 

 

Враховуючи інерційні складові ланок стрілової 

системи та коливання тиску робочої рідини в силових 

гідроциліндрах, побудовано залежність коливання 

вантажу на кінці стрілової системи при одночасному 

переміщені стріли та рукояті (рис. 13). Із наведеної 

графічної залежності можна побачити характерну 

відповідність відхилення захвату з вантажем від 

вертикалі (рис. 1) яка збігаються по часу із 

динамічними навантаженнями в елементах приводу 

(ри. 7 – рис. 8), ланках стрілової системи (ри. 9 – рис. 

10) та коливанням тиску робочої рідини (рис. 11 – 

рис. 12). Виходячи з початкових умов на початку руху 

відхилення вантажу відсутнє. При виході на 

усталений рух стріли (рис. 9) відхилення вантажу 

становить рад11,0 , рукояті (рис. 10) відхилення 

становить рад14,0 . Максимальне відхилення вантажу 

становить рад18,0  та має затухаючий характер. 

Висновки 

 

1. В результаті проведеного дослідження 

побудовано математичну модель динаміки зміни 

вильоту в площині підйому стрілової системи з 

вантажем крана-маніпулятора, за умови суміщення 

рухів стрілової системи. 

2. Проведено динамічний аналіз механізму 

підйому стріли та одночасного переміщення рукояті з 

коливанням вантажу. Отримано графічні залежності 

динамічних навантажень в стріловій системі та 

елементах приводу крана-маніпулятора.  

3. Запропонована математична модель дає змогу 

визначити дійсні динамічні навантаження в елементах 

конструкції маніпулятора та приводних механізмах. 

Отримані результати можна використати у 

подальшому практичному використанні. 
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технической документацией, регламентирующей 
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безопасную эксплуатацию многозвенных кранов-

манипуляторов, допускается совмещение движений с 

одновременным перемещением нескольких звеньев 

стреловой системы. В результате в работе 

рассмотрена методика построения математической 

модели в плоскости изменения вылета стреловой 

системы крана-манипулятора с грузом. 

Математическая модель построена с учетом трех 

одновременных движений, а именно, одновременного 

подъема стрелы, развертывание рукояти и 

колебательного движения захватного устройства с 

грузом. Рассчитано функции изменения 

кинематических и динамических характеристик 

стреловой системы при одновременном перемещении 

ее звеньев. Построение математической модели 

выполняется с применением уравнений Лагранжа 

второго рода. При этом за обобщенные координаты 

модели крана-манипулятора принято, угловые 

координаты положения звеньев стреловой системы и 

угловое отклонение груза. А механические 

характеристики привода, представленные в виде 

квадратичных зависимостей между действующими 

усилиями и скоростями перемещений штоков 

силовых гидроцилиндров. Управление элементами 

привода представлено в виде уравнений расхода 

рабочей жидкости с изменением площади проходного 

сечения золотникового гидравлического 

распределителя по линейному закону. В результате 

получено уравнение движения крана-манипулятора с 

учетом влияния инерционной составляющей каждого 

звена стреловой системы и влияния колебательного 

движения груза на динамические нагрузки элементов 

металлоконструкции и элементов гидравлического 

привода. Разработанная математическая модель 

позволяет теоретически определить влияние 

одновременного перемещения стрелы и рукояти на 

колебания груза, и влияние колебания груза на 

динамические нагрузки, возникающие в стреловой 

системе и элементах привода крана-манипулятора. 

Ключевые слова: математическая модель, 

изменение вылета, совмещение движений, кран-

манипулятор, уравнения Лагранжа второго рода, 

динамические нагрузки, колебания груза. 

 

 

MATHEMATICAL MODEL OF DYNAMICS 

VARYING THE RADIUS JIB SYSTEM LOADER 

CRANE WITH LOAD AT ADJUSTMENT 

MOVEMENT 

V. S. Loveikin, Yu. O. Romasevich, O. O. Spodoba 

Abstract. In order to improve the performance and 

reliability of the hydraulic loader crane according to the 

regulatory and technical documentation governing the 

safe operation of multi-link loader crane, it is allowed to 

combine movements with simultaneous movement of 

several links of the jib system. As a result, the paper 

considers the method of constructing a mathematical 

model in the plane of change of departure of the jib 

system of a link loader crane with a load. The functions of 

changing the kinematic and dynamic characteristics of the 

jib system while simultaneously moving its links are 

calculated. The construction of a mathematical model is 

performed using the Lagrange equations of the second 

kind. In this case, for the generalized coordinates of the 

model of a loader crane, the angular coordinates of the 

position of the links of the jib system and the angular 

deviation of the load. And the mechanical characteristics 

of the drive, presented in the form of quadratic 

dependencies between the acting forces and the speeds of 

movement of the hydraulic-cylinder rod. The control of 

the drive elements is represented as equations of the 

working fluid flow rate with a change in the flow area of 

the spool hydraulic distributor according to a linear law. 

As a result, the equation of motion of the loader crane was 

obtained, taking into account the influence of the inertial 

component of each link of the jib system and the 

influence of the oscillatory movement of the load on the 

dynamic loads of the metal construction and the hydraulic 

drive elements. The developed mathematical model 

makes it possible to theoretically determine the effect of 

the simultaneous movement of the jib and arm on the 

oscillations of the load, and the effect of the oscillation of 

the load on the dynamic loads arising in the jib system 

and elements of the loader crane drive. 

Key words: mathematical model, varying the radius, 

combination of movements, loader crane, Lagrange 

equations of the second kind, dynamic loads, load 

oscillations. 
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