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Рассмотрен аналог модуля гладкости Дитзиана-Тотика - D-
модуль гладкости для функций, непрерывных на кусочно-гладких кривых 
комплексной плоскости. Приведена конструктивная характеристика 
классов функций, характеризующихся D-модулем гладкости. 

Приближение функций, комплексная плоскость, множества с 
кусочно-гладкой границей, D-модуль гладкости, конструктивная 
характеристика. 

 
We introduce the analog of modules of smoothness Ditziana-Totika - D-

module of smoothness for functions on continuous piecewise smooth curves of 
the complex plane. We consider the structural characterization of functions 
classes that are characterized by D-modules of smoothness. 

Function approximation, complex plane, piecewise smooth curves, 
D-module of smoothness, structural characterization. 
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У термiнах iнварiанта розглянуто топологiчну еквівалентність 

неперервних функцій, заданих на колі зі скінченним числом екстремумів. 
Інваріантом функції, що дає можливість підрахувати число топологічно 

нееквівалентних функцій, є  )( f – розбиття S 1  на дуги S i , значення 

функцiй в їх локальних екстремумах, що утворюють змії певного типу. 

Критерій, еквівалентність, функція, многовид, екстремум, 
послідовності. 

 
Питання класифікації та дослідження умов топологічної 

еквівалентності функцій на многовидах є важливим напрямком топології. 
Цією проблемою займалися В.I. Арнольд. Дж.Дженкiнс, В.Каплана,  
С.I. Максименко, М.Морс, О.О. Пришляк, В.В. Шарко. 

Мета досліджень – встановлення критерію топологічної 
еквівалентності функцій, що задані на колі та приймають скінченне число 
критичних значень. 

Матеріали та методика досліджень. Для побудови інваріанта 

неперервних функцій, заданих на колі, використовувалися методи 
топології та топологічної комбінаторики. Це дало можливість підрахувати 
число топологічно нееквівалентних функцій. Інваріантом функції, що дає 
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відповідь на поставлене питання, виступають 12 nA –змії та n

mR  – змії [4]. 

Результати досліджень. Досліджено iнварiант неперервних 
функцiй, заданих на колi зi скiнченним числом екстремумiв, що дало 
можливiсть пiдрахувати число топологiчно нееквiвалентних функцiй. 
Розглянуто загальний випадок, коли число критичних значень функцiї не 
дорiвнює числу локальних екстремумiв та функцiя має m глобальних 

максимумiв (мiнiмумiв). Iнварiантом такої функцiї є )( f – розбиття S 1  на 

дуги S i , значення функцiй в їх локальних екстремумах, утворюють L n

m  – 

змiї  
Розглянемо випадок неперервних функцiй Морса iз скiнченним 

числом критичних точок (локальних екстремумiв), якi заданi на 1-
вимiрному компактному многовидi без краю (колi). 

Задача про знаходження числа топологiчно нееквiвалентних 
функцiй Морса на колi зводиться до комбiнаторики перестановок [1]. Це 
лише частковий випадок, виникають функції, для яких одному критичному 
значенню вiдповiдає принаймнi два локальних екстремуми.  

Нехай X,Y — топологічні простори; YXgf :,  неперервні 

відображення. Неперервне відображення YXf :  між топологічними 

просторами X і Y називається гомеоморфізмом, якщо f є бієкцією та 

обернене відображення YXf  :1  – неперервне. 

Неперервні відображення YXgf :,  називаються топологічно 

еквівалентними, якщо існують гомеоморфізми XXh :  і YYh  :  , для 
яких виконується рівність fhhg   . 

Альтернуючі послідовності будуються згідно з послідовністю значень 
функції в екстремальних точках, яка задана на відрізку. В послідовностях 
всіх типів можливі випадки, коли не всі числа l,...,2,1  присутні. Якщо в 

альтернуючій послідовності присутні всі числа l,...,2,1 , то будемо говорити, 

що альтернуюча послідовність відповідного типу є повною. 
З визначення топологічної еквівалентності для неперервних функцій 

зі скінченною кількістю екстремумів випливає. що в кожному класі 
еквівалентності присутня невід'ємна функція, яка приймає в точках 
екстремумів всі цілочислові значення з множини l,...,2,1,0  [2, 5]. 

Позначимо через S 1 коло, тобто множину комплексних чисел z таких, 

що z =1. Розглядаємо S 1  як диференційований многовид розмiрностi 1. 

Зафiксуємо на S 1 орiєнтацiю i розглянемо довiльну неперервну функцiю f  

на S 1  зi скiнченним числом локальних екстремумiв. Точкою локального 

максимуму (мiнiмуму) функцiї f  є точка x 0  S 1 , для якої iснує окiл    

),(  S 1  точки x 0  такий, що для всiх точок y з iнтервалiв ),( 0х , ),( 0 х  

справедлива нерiвнiсть f(y) < f(x 0 ) ( f(y) > f(x 0 ) ), причому точками 
локального екстремуму функцiї f будуть всi точки локальних максимумiв 

(мiнiмумiв) функцiї f . Оскiльки  (S 1 ) = 0 (Ейлерова характеристика), то 

число локальних екстремумiв завжди парне (число локальних мiнiмумiв 
дорiвнює числу локальних максимумiв).  
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Позначимо через m і  та M j  , i,j = n,1  вiдповiдно точки мiнiмуму та 

максимуму цієї функцiї. Рухаючись по колу в заданому напрямку та 
нумеруючи окремо локальнi мiнiмуми та максимуми, отримаємо одну із 
двох можливих послiдовностей, якi утворюють локальнi екстремуми: M 1 , 

m 1 , M 2 , m 2 , …, M n , m n  або m 1 , M 1 , m 2 , M 2 , …, m n , M n . 

Перша послiдовнiсть справедлива тодi, коли починаємо рух з 
локального максимуму функцiї, а друга – з локального мiнiмуму. 

Нехай деяка функцiя f : S1
R приймає в 2n локальних екстремумах 

k рiзних значень. Глобальним мiнiмумом (максимумом) назвемо 
локальний екстремум, що вiдповiдає найменшому (найбiльшому) 
значенню функцiї. У загальному випадку їх число скiнченне. 

Нехай 2n = k. 
Функцiя f називається спецiальною, якщо в довiльних двох 

локальних екстремумах вона приймає рiзнi значення. 

Розглянемо S 1  та спецiальну функцiю f, яка має 2n локальних 

екстремуми. Починаючи з глобального мiнiмуму та в заданому напрямку 

на S 1 , позначимо локальнi екстремуми через x 0 , x 1 , x 2 , …, x 12 n  та 

отримаємо послідовність значень функцiї y 0  = f(x 0 ), y 1  = f(x1 ), y 2  = f(x 2 ), 

…, y 12 n = f(x 12 n ), якi задовольняють таку системy нерiвностей: 

y 0  < y 1  > … < y 32 n  > y 22 n  < y 12 n .                                    (1) 

Задамо вiдображення y i    z i  , де i; z i    [0, 1, …, 2n-1] i z i  рiвне 

числу значень y l  таких, що y l  < y i  . Числа z i  утворюють up down 

послiдовнiсть, яка визначає A 12 n  змiю. Запишемо цю систему нерiвностей 

у такому виглядi: 
0 < z1  > z 2  < … z 12 n .                                              (2) 

За допомогою гомеоморфiзму осi z , який змiнює напрямок осi i 
зберiгає порядок, перетворимо (2) у up down послiдовнiсть та отримаємо                       

z '

0  < z '

1  > … z '

22 n , де 0 < z '

0 < 2n-3. Звiдки випливає, що число 

послiдовностей рiвне числу a 22 n . Тому справедливі такі теореми. 

Теорема 1. Число топологiчно нееквiвалентних спецiальних функцій 

f, заданих на S 1 , з 2n локальними екстремумами, рiвне Tn. 
Зауважимо, що змiя є iнварiантом цього класу функцiй: топологiчно 

нееквiвалентним функцiям вiдповiдають рiзнi змiї i навпаки – кожна змiя 
реалiзує деяку функцiю. 

Теорема 2. Число топологiчно нееквiвалентних функцiй f з 2n 

локальними екстремумами, серед яких лише один глобальний мiнiмум 
(максимум) та k рiзних значень, якi приймає функцiя в цих екстремумах          

(k < 2n) , рiвне 12

1





n

k . 

Доведення. Не обмежуючи загальностi, розглянемо випадок єдиного 

глобального мiнiмуму. Тодi, починаючи з нього та в заданому напрямку на 

S 1 , позначимо локальнi екстремуми через x 0 , x 1 , x 2 , …, x 12 n  та 

отримаємо таку послiдовнiсть критичних значень функцiй y 0 , y 1 , y 2 , …, 
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y 12 n , серед яких є k рiзних. Задамо вiдображення y i    z i  , де z i [0,……, 

k], i z i рiвне числу критичних значень значень y l  таких, що y l  < y i . Згiдно з 

умовою, iснує єдиний локальний екстремум – мiнiмум x 0  для якого z 0 =0. 

Рухаючись по колу в заданому напрямку, утворимо деяку послiдовнiсть 
цiлих чисел 0 < z1  > z 2  < … z 12 n , де z i  0, z i k-1. Тодi, згiдно з 

означенням, це змiя типу 12

1





n

kR , причому лише z 0 =0 i решта z i  0. Число 

таких змiй рiвне 12

1





n

k . 

Для доведення твердження у випадку одного глобального 
максимуму достатньо розглянути функцiю -f. 

Нехай f : S 1
R деяка неперервна функцiя зi скiнченним ( 2n) 

числом локальних екстремумiв, серед яких m глобальних максимумiв та k 
рiзних значень, якi приймає функцiя в 2n екстремумах (k < 2n). Зрозумiло, 
що тодi серед локальних екстремумiв iснує принаймнi два, значення 
функцiї в яких збігаються. 

Побудуємо комбiнаторний iнварiант для функцiї f . Зафiксуємо 
деякий напрямок обходу на колi i позначимо m глобальних максимумiв 

через  x 0 , x 1 , x 2 , …, x 1m . Для кожного x i  знайдемо дугу S 0

i  таку, що 

значення функцiї y i  в локальних екстремумах дуги S 0

i є рiзними. Причому, 

кiнцями цих дуг будуть локальнi мiнiмуми. Нехай x і,1  – перший локальний 

екстремум (мiнiмум), що лежить на колi за максимумом x i  в напрямку, що 

протилежний до напрямку обходу, а x 1,і  перший локальний екстремум 

(мiнiмум) у напрямку, що збігається з напрямком обходу, x і,2  i x 2.і  

відповідно другi i т.д. Утворимо таку послiдовнiсть локальних екстремумів         

x
il i ,
,…, x i,1 , x i , x 1,і , …, x 1, iri  що вiдповiдає глобальному максимуму x і  i 

належить дузi S 0

i , кiнцями якої є x
il i ,
 i x 1, iri  (локальнi мiнiмуми). 

Кожнiй такiй послiдовностi екстремумiв вiдповiдає послiдовнiсть 
значень функцiї, оскiльки вони є рiзними i локальний мiнiмум чергується з 
локальним максимумом, то справедлива така система нерiвностей y

il i ,
< …       

> y i,1  < y i  > y 1,i  < … < y
iri ,  (вiдкинемо значення y

iri , , що вiдповiдає x 1, iri ), а 

згiдно з означенням – це елементарна змiя 
ii rl

kL 

1 . 

Можливi такi випадки: 

1)  

0

10 j

j SS Ø; 

2)  

0

10 j

j SS
1, 2 

j
tj

x =
1, jt jx ; 

3)  

0

10 j

j SS 0

1, jjS , де 0

1, jjS = 0

10  j

j SS . 

Будемо вважати, що деякiй функцiї f вiдповiдає розбиття кола )( f  

на дуги S i , у яких кiнцi в локальних мiнiмумах, а значення функцiї в 

локальних екстремумах цих дуг, утворюють елементарнi змiї ia

kL 1 . 

Лема. Для довільної функциї f існує з точнистю до циклічного 
порядку дуг S i  єдине )( f  розбиття. 
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Доведення випливає з наведених вище міркувань та однозначності 
побудови )( f  розбиття. 

Теорема 3. Двi функцiЁ f та g на колi топологiчно еквiвалентнi тодi i 

тiльки тодi, коли )( f ~ )(g . 

Доведення. Необхiднiсть. Доведення необхiдностi випливає з леми 

1 та 
означення топологiчної еквiвалентностi. 

Достатнiсть. Нехай f та g – деякi функцiї на колi такi, що )( f ~ )(g , 

де )( f , )(g  розбиття кола, що їм вiдповiдають. Доведемо, що функції f 

та g топологiчно еквiвалентнi. Зрозумiло, що число дуг для )( f  та 

)(g одне й те ж, приймемо його рiвним q . Оскiльки набори чисел  a i 

 b збігаються, то числа локальних екстремумiв функцiй f та g, якi 

визначаються за допомогою рiвностей  
i

i qa  та  
j

j qb , вiдповiдно, 

рiвнi мiж собою. 

Розглянемо S 0  )( f , тодi згiдно з означенням iснує S '

0  )( f  така, 

що ib

k

a

k LL
'

11
0

   i a 0 =b i . Запишемо такі двi послiдовностi, що утворенi 

елементарними змiями ( 0

1

a

kL  , 1

1

a

kL  , …, qa

kL 1 ) та ( ib

kL
'

1 , 1'

1



ib

kL , …, 1'

1



ib

kL ). Зрозумiло, 

що вони збігаються i f~g. 
Позначимо через G(2n, k) число топологiчно нееквiвалентних 

функцiй на S 1  з 2n локальними екстремумами та k рiзними значеннями. 

Справедлива така оцінка G(2n, k) < 1

12





k

nR , оскiльки, двi рiзнi змiї задають 

одну i ту саму функцію на колi. 
Висновки 

Досліджено число топологiчно нееквiвалентних функцій деяких 
класiв на колi: у випадку, коли число локальних екстремумів функцiї 
збігається з числом критичних значень, iнварiантом є 12 nA  – змiя; для 

функцiй, якi мають один глобальний мiнiмум (максимум) i число критичних 

значень яких менше числа їх локальних екстремумів, інвариантом є n

mR  – 

змії. 
Розглянуто загальний випадок, коли число критичних значень функцiї не 
дорiвнює числу локальних екстремумiв та функцiя має m глобальних 

максимумiв (мiнiмумiв). Iнварiантом такої функцiї є )( f – розбиття S 1  на 

дуги S i , значення функцiй в їх локальних екстремумах утворюють L n

m  – 

змiї (елементарнi). Умовою топологічної еквiвалентностi двох функцiй на 
колi є ізоморфізм розбиттiв )( f  та )(g , що їм вiдповiдають. 
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В терминах инварианта рассмотрена топологическая 

эквивалентность непрерывных функций, заданных на окружности с 
конечным числом экстремумов. Инвариантом функции, что дает 
возможность подсчитать число топологически неэквивалентных 

функций, есть )( f – разбивка S 1  на дуги S i , значение функций в их 

локальных экстремумах, образующих змеи определенного типа. 
Критерий, эквивалентность, функция, многообразие, 

экстремум, последовательность. 
 
In terms of the invariants considered topological equivalence of 

continuous functions defined on a circle with a finite number of extrema. 
Invariant function, which enables to calculate the number of topologically 

different functions, there is )( f – on the partition S 1  arc S i , value functions in 

their local extrema forming snake  
Criterion, equivalence, function, diversity, extremum, sequence. 
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This paper presents main aspects the use of solar systems for heating 

domestic water on the example standard solar installation constructed as an 
object of o research in Education and Research Institute of Energetics 
Automatics and Energy Saving (NULES Ukraine). Obtained charts with the 
input and output temperature of vacuum solar collector. 

Solar energy, hot water systems, collector efficiency, vacuum solar 
collector. 

 
Solar hot water system comprises several innovations and many mature 

renewable energy technologies, which have been accepted in most countries 
for many years. Nowadays, the demand on heat energy has increased, and it 
is the natural, safe and costless process to collect hot water by solar 
radiations. There are many applications of the hot water heated by the solar 
radiations. Where the solar hot water is used in the domestic purposes, it also 
is used in industrial applications, e.g. used for electricity generation [1].  

The effective sunshine occurs only about 5–6 h per day and since 


