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Анотація. . Безпека та умови руху автомобільного транспорту суттєво 
залежать від впливу криволінійних ділянок. Для практичного використання по-
стійно удосконалюються методи проєктування горизонтальних кривих. На цей 
час в наукових виданнях відсутні прості та надійні методи проєктування пере-
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Актуальність

Проєктування, будівництво та ре-
конструкція криволінійних ділянок 
автомобільних доріг потребує по-
дальшого розвитку та впровадження 
інноваційних технологій їх геодезич-
ного забезпечення. Плавність зміни 
радіусу кривизни дороги досягаєть-
ся вставкою перехідних кривих, які 
зменшують негативний вплив відцен-
трового прискорення на транспортні 
засоби та учасників дорожнього руху. 
При цьому переважно використову-
ється клотоїда з лінійною залежністю 
кривини від довжини її дуги. Рідше в 
якості перехідних кривих приймають 
інші спіралі, кубічні параболи та по-
ліноми більших ступенів.

Особливим випадком можна вва-
жати наявність повернутих в один 
бік двох горизонтальних кривих, від-
стань між якими не дозволяє тради-
ційну побудову перехідних кривих. 
З’єднання таких колових кривих 
короткими прямими вставками не 
рекомендується, а їх заміна однією 

коловою кривою більшого радіусу 
призводить до суттєвого планового 
зміщення первинних кривих. Опти-
мальним з’єднанням двох сусідніх 
колових кривих може слугувати пере-
хідна крива. Існуючі методи моделю-
вання такої перехідної кривої вико-
ристовують, як правило, ітераційний 
процес оптимізації і мають обмежене 
практичне застосування. В зв’язку з 
цим пошук простих та надійних мето-
дів проєктування перехідних кривих 
між двома криволінійними ділянками 
має важливе практичне значення.

Аналіз останніх досліджень                 
і публікацій

Діючі державні будівельні нор-
ми (ДБН) транспортних споруд [1; 
2; 3] по різному регулюють питання 
з’єднання між собою двох однако-
во спрямованих колових кривих на 
автодорогах, залізницях та у метро-
політені. Слід також відзначити, що 
відповідні норми для автодоріг та ме-
трополітенів змінилися у порівнян-

хідних кривих для з’єднання двох однобічно направлених колових кривих. Наявні 
методи пошуку оптимальних перехідних кривих використовують ітераційні 
процеси та спеціально розроблені програмні продукти. Тому вдосконалення ме-
тодики розв’язання задачі з’єднання колових кривих набуває практичного зна-
чення. В роботі розглянуті основні варіанти формування криволінійних ділянок 
з двома коловими кривими - з’єднання прямими вставками, дугами кіл більшого 
радіусу та клотоїдами, а також пошук клотоїди, яка є спільною для двох ко-
лових кривих та забезпечує збереження їх центрів. Доведено, що при відомому 
положенні центрів та дуг колових кривих заданих радіусів, пошук оптимальної 
клотоїди може виконуватися стандартною функцією «Пошук рішення» меню 
«Microsoft Excel». Можливі варіанти розташування крайніх точок клотоїди на 
існуючих або запроєктованих колових кривих задається дирекційними кутами 
між центрами кривих та початковими і кінцевими точками колових кривих. 
Наведені приклади розрахунків прямих вставок та клотоїд для з’єднання між 
собою двох колових кривих.

Ключові слова: колова крива, геометричні умови з’єднання, пряма вставка, 
клотоїда, оптимізація, пошук рішення.
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ні з попередніми (вже не діючими) 
ДБН [4; 5]. Наприклад, раніше для 
автодоріг в залежності від взаємного 
розташування таких колових кривих 
рекомендувалося заміняти їх однією 
коловою кривою більшого радіусу, 
з’єднувати перехідною кривою або 
прямою вставкою [4, п. 2.30]. Для 
колій метрополітену також було пе-
редбачено, що між круговими кри-
вими різних радіусів вставляються 
перехідні криві [5, п. 7.2]. В діючих 
нормах [1, п. 5.1.11] та [2, п. 7.8] тіль-
ки відзначається необхідність в таких 
випадках проєктувати односкатний 
поперечний профіль з відгоном ві-
ражу на частині колової кривої та на 
суміжній прямій ділянці траси.

Побудова перехідної кривої між 
такими коловими кривими розгляну-
та, наприклад, в роботах [6-10]. Ав-
тори монографії [6, с. 124, 138] най-
більш повно і детально досліджують 
моделювання різноманітних кривих 
із змінними радіусами та оптиміза-
цією пошуку невідомих коефіцієнтів 
рівняння розподілу кривини і довжи-
ни дуги між кінцевими точками за 
алгоритмом Хука-Дживса. Формули 
обчислення координат клотоїди, що 
з’єднує дві колові криві, наведені в 
роботі [7, с. 19] з невідомою довжи-
ною перехідної кривої, яку потрібно 
визначати методом наближень. Та-
кож розглядаються варіанти побудо-
ви перехідної кривої у вигляді ква-
дратичної спіралі [8], рою частинок 
дуг [9], кубічної параболи [10] тощо. 
Очевидно, що необхідність викори-
стання способу ітерацій для пошуку 
остаточного варіанту перехідної кри-
вої ускладнює впровадження цих ал-
горитмів в інженерну практику.

Мета та завдання дослідження. 
Дослідження проведено для оцінки 
можливості прямого визначення неві-

домих параметрів перехідної кривої, 
що з’єднує дві однаково направлені 
колові криві, та розробки алгоритмів 
розрахунку й об’єктивного контролю 
перехідної кривої.

Матеріали і методи 
дослідження

Обґрунтування алгоритмів з’єд-
нання двох колових кривих перехід-
ними кривими здійснено з викорис-
танням методів аналізу, синтезу та 
математичного моделювання.

Виклад основного матеріалу

Постановка задачі. Об’єднання 
двох колових кривих різних радіусів 
в безперервну трасу може відбувати-
ся прямими вставками (рис. 1, а) або 
перехідними кривими, які в точках 
з’єднання мають бути дотичними до 
колових кривих. Крім того, колові 
криві та пряма вставка можуть бути 
замінені на одну колову криву (рис. 1, 
b), яка при необхідності може з’єдну-
ватися з прямолінійними ділянками 
перехідними кривими (рис. 2, а) або 
замінена на біклотоїду [11] (рис. 2, 
b) . В розглянутих випадках викори-
стання колових та перехідних кривих 
відбувається зміщення існуючої або 
запроєктованої траси (див. рис. 1-2), 
що може бути неможливим або недо-
речним в зв’язку з місцевими умова-
ми (наявність перешкод, містобудівні 
або землевпорядні обмеження тощо).

В таких випадках дві колові криві 
краще з’єднувати перехідною кри-
вою, просторове розташування якої 
буде наближене до ділянки А1В1 існу-
ючої траси.

Загальні положення щодо проєк-
тування перехідної кривої між дво-
ма коловими кривими. Для двох ко-
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лових кривих А1А2 та В1В2 (див. рис. 
1, а) можна побудувати нескінченну 
кількість різноманітних перехідних 
кривих, крайні точки яких будуть 
знаходитися в межах дуг відповідних 
кривих. Довжина таких перехідних 
кривих буде залежати від їх виду та 
віддалення початку і кінця перехід-
ної кривої від кінцевих точок коло-
вих кривих А2 та В2, тому на практиці 
доцільно обмежитись інтервалом від 
середини до кінця колових кривих.

При проєктуванні перехідної 
кривої АВ можна довільно обрати її 
початкову точку (A) в заданому ін-
тервалі дуги СК1-А2  першої кривої 
та визначити її координати (xA,yA) за 
відомими формулами:

де xo1,yo1  та R1 – координати цен-
тру та радіус першої колової кривої;

αo1A – дирекційний кут лінії з цен-
тру кола на точку А.

Аналогічно визначається кінцева 
точка перехідної кривої (В) в зада-
ному інтервалі дуги В2-СК2 другої 
кривої та визначаються її координати 
(xB,yB).

Вставка перехідної кривої між 
двома існуючими коловими кривими 
(рис. 3) полягає в пошуку такої до-
тичної кривої, для якої в точках з’єд-
нання збігаються геометричні пара-
метри перехідної та колових кривих 
(і = 1, 2): 

Рис. 1 - Схема траси: а) дві колові криві (А1А2, В1В2) та пряма вставка 
(А2В2); b) заміна кривих на одну колову криву (АВ)
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Рис. 2 - Схема траси: а) дві клотоїди (АА', ВВ') та колова крива (А'В');
b) заміна кривих на біклотоїду (АВ)
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а розрахункові координати цен-
трів кіл задовольняють рівняння:

де φi та γi – кути повороту пере-
хідної та колових кривих в точках їх 
з’єднання;

ρi та Ri – радіуси перехідної та ко-
лових кривих в точках їх з’єднання;

xOi ,yOi – координати центрів коло-
вих кривих відносно початку пере-
хідної кривої;

b12 – відстань між центрами зада-
них колових кривих.

Незалежно від виду перехідної 
кривої, координати центрів колових 
кривих можуть визначатися за фор-
мулами:

де xj,yj (j = А, В) – умовні коорди-
нати точок з’єднання перехідної та 
колових кривих.

Повне дотримання геометричних 
умов з’єднання двох колових кривих 
(2)-(4) може бути досягнуте при ви-
користанні клотоїди (рис. 3), але вона 
не завжди забезпечує таке з’єднання. 
Наприклад, якщо радіуси колових 
кривих однакові, то між ними немож-
ливо побудувати клотоїду. Практика 
сполучення колових кривих з пря-
молінійними ділянками показує, що 
зміна радіусів в точках їх з’єднання 
менше впливає на безпеку руху ніж 
невідповідність кутів повороту. Тому 
сполучення двох колових кривих 
може відбуватися прямими встав-
ками та перехідними кривими, які в 
точках з’єднання є дотичними до ко-
лових кривих.

Розрахунок прямої вставки. Гра-
ничними даними для проєктування 
перехідної кривої мають бути поло-
ження головних точок колових кри-
вих. Для побудови відрізку прямої 
лінії, яка є дотичною до двох кіл, 
знайдемо координати точок А2 та В2 
(див. рис. 1), в яких пряма вставка 
з’єднується з коловими кривими:

де αo1 A2 ,αo2 B2 – невідомі дирек-
ційні кути ліній з центрів кіл та точки 
А2, В2.

Розв’язавши обернену геодезичну 
задачу за координатами центрів коло-
вих кривих

та визначивши горизонтальний кут 
(ω) між лініями А2В2 та O1O2

 

 

Рис. 3. Схема з’єднання двох 
колових кривих клотоїдою
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можна обчислити невідомі дирекцій-
ні кути αo1 A2, αo2 B2 за формулою: 

Приклад розрахунку координат 
точок з’єднання прямої вставки з ко-
ловими кривими наведено в табл. 1.

Побудова дуги кола між задани-
ми точками двох колових кривих. 
У випадку проєктування з’єднання 
двох колових кривих з однаковими 
радіусами за перехідну криву можна 
використати дотичну дугу кола АВ 
(рис. 4). Її можна побудувати з ви-
користанням властивості бісектриси 
кутів між дотичною та хордою. При 
відомому положенні двох точок (А 
– початок кривої, В – кінець кривої) 
та центру (О) колової кривої, легко 

знайти дирекційні кути (αАО, αВО) 
відповідних напрямків на центр кола 
та побудувати допоміжну точку С' 
(вершину кута повороту).

Графічна побудова проміжних то-
чок (С, D, E, …) полягає в послідов-
ному поділу відомої дуги на дві рівні 
частини. Наприклад, положення точ-
ки С знаходимо на перетині бісек-
трис АС та ВС кутів між дотичними 
АС', ВС' та хордою АВ (див. рис. 4). 
Аналогічно, відносно хорди АС ви-
значаємо положення точки D, а від 
хорди СВ – точки Е. Повторюючи 
такі дії з новими хордами AD, DC, 
CE, EB тощо, знайдемо положення 
достатньої кількості проміжних то-
чок заданої дуги АВ.

Аналітичне визначення координат 
проміжних точок можливе за форму-
лами Юнга для прямої кутової або за 
формулами Гаусса для азимутальної 
засічки. Але точність засічки буде 
суттєво зменшуватися для малих 
хорд. Більш надійним є використан-
ня традиційного способу розрахунку 
умовних прямокутних координат та 
інших геометричних параметрів ко-
лових кривих. Для цього потрібно за 
координатами точок А, В (xA,yA; xB,yB) 
та дирекційними кутами ліній АО1, 
ВО2 (αAo1;  αBo2) знайти кут повороту 
() та радіус з’єднуючої дуги (R) за 
формулами:
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1. Розрахунок прямої вставки
xo1 = 1250 м xo2= 1200 м
yo1 = 2500 м yo2= 2550 м
R1 = 250 м R2= 150 м
b12 = 111,803 м αo1o2= 26,565051°
ω = 26,565051° αo1A2= 0,0°
xA2 = 1500,000 м xB2  = 1500,000 м
yA2 = 2500,000 м yB2  = 2550,000 м
d пр.вст.= 50,000 м α пр.вст.= 90,0°

 
Рис. 4. Графічна побудова дуги АВ колової кривої
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У випадку з’єднання двох колових 
кривих з різними радіусами перехід-
на крива може аналогічно проєктува-
тися у вигляді дотичної дуги кола АВ.

Розрахунок перехідної кривої у 
вигляді клотоїди. Загальний прин-
цип побудови клотоїди вимагає, щоб 
обидві з’єднувані колові криві були 
дотичними до клотоїди в початковій 
(А) та кінцевій (В) точках перехідної 
кривої АВ.

Основні рівняння клотоїди зв’я-
зують радіус (ρi) та кут повороту (φi) 
поточної точки з її віддаленням (li) 
від початку та параметром клотоїди 
(RL):

Позначимо невідомий параметр 
RL клотоїди через C, тоді для пере-
хідної кривої АВ після перетворень 
маємо (і=1, 2):

де li, φi, Ri – елементи клотоїди в її 
початковій А (і=1) та кінцевій В (і=2) 
точках.

Враховуючи, що різниця кутів по-
вороту φ2 та φ1 пов’язана з дирекцій-
ними кутами ліній αAO1  та αBO2 ліній 
АО1 та ВО2 (рис. 5)

знайдемо невідомий параметр 
клотоїди за формулою:

Розглянемо приклад визначення 
параметру клотоїди (див. рис. 5) за 
вихідними даними, що наведені в 
табл. 2.

Невідомий параметр клотоїди об-
числимо за формулою (17):
C=2 ∙ 0,33161256 рад. ∙ 35156,250 м2 = 
= 23316,508 м2. 

Тепер координати точок початко-
вої А і кінцевої В точок перехідної 
кривої та центрів колових кривих О1 
і О2 можна обчислити за відомими 
формулами:

Для перевірки відповідності знай-
деної клотоїди вихідним даним, не-
обхідно порівняти вихідні довжини 
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Рис. 5. З’єднання двох колових 
кривих клотоїдою
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ліній О1О2 та АВ з їх розрахунковими 
значеннями (табл. 3). У випадку за-
доволення геометричних умов з’єд-
нання двох колових кривих (2)-(4), 
визначаються усі необхідні дані для 
перехідної кривої за традиційною 
методикою. Для перетворення коор-
динат точок клотоїди до вихідної сис-
теми використовуються розрахункові 
та вихідні координати центрів коло-
вих кривих.

Якщо розрахункові довжини ліній 
АВ (dAB) та О1О2 (b12) не відповіда-
ють їх вихідним значенням, то задані 
точки А та В не належать одній кло-
тоїді.

Результати дослідження та їх об-
говорення. Для визначення можливо-
сті з’єднання заданих колових кривих 
клотоїдою необхідно проаналізувати 

усю комбінацію взаємного розта-
шування точок в інтервалах між по-
чатком та кінцем кожної кривої. На-
приклад, точки розглянутих раніше 
колових кривих (див. табл. 2) можуть 
знаходитися в діапазонах дирекцій-
них кутів ліній 340° ≤ αО1A ≤ 360° та  
0° ≤ αО2B ≤20°. Визначення оптималь-
ного розташування клотоїди можли-
во за допомогою стандартної функції 
«Пошук рішення» («Solver») меню 
«Microsoft Excel» (табл. 4 – завдання 
на оптимізацію, табл. 5 – результат 
оптимізації). При цьому оптимізація 
відбувається за цільовою функцією 

F = b12-b'12=0, 	 (21)
де b12 – вихідне значення відстані 

між центрами колових кривих (4);
b'12 – розрахункове значення від-

стані між центрами колових кривих.
Під час формування 

завдання на оптимізацію 
(табл. 4) вихідними да-
ними є радіуси колових 
кривих (R1, R2), один з 
можливих варіантів кутів 
повороту (φ1=αO1A, φ2= 
αO2B) та відстань між цен-
трами заданих колових 

кривих (b12). В 
контрольному 
прикладі (див. 
табл. 3), крім 
того, відомою 
є довжина хор-

2. Вихідні дані для розрахунку клотоїди
xo1 = 600,000 м xo2 = 699,485 м αo1o2  357,620°
yo1 = 500,000 м yo2 = 495,866 м b12= 99,571 м
R1 = 250,000 м R2 = 150,000 м R2 = 35156,250 м2

αo1 A= 350,5° αo2 B= 9,5° ∆φ= 19,0°
xA  = 846,571 м xB  = 847,428 м αAB= 89,207°
yA  = 458,738 м yB  = 520,623 м dAB= 61,891 м

3. Розрахункові дані клотоїди
C= 23316,508 м2 ∆φ=19,00° dAB= 61,892 м b12=99,571 м
Точки l, м ρ, м φ° хi, м уi, м xOi, м yOi м
А 93,266 250,000 10,69 92,942 5,785 46,579 251,448
В 155,443 150,000 29,69 151,322 26,337 77,031 156,648

4. Вихідні дані для «Пошуку рішення»
Позначення А В Позначення А В
Rі= 250,000 м 150,000 м хі= 193,343 м 290,455 м
φі= 340,00° 20,00° уі= 25,420 м 109,261 м
∆φ= 40,00° 0,69813 рад. dAB= 61,892 м 128,296 м

R2= 35156,250 м2 хOі= 97,672 м 157,349 м
C= 49087,385 м2 уOі= 256,390 м 178,516 м
li= 196,350 м 327,249 м b12= 99,571 м 98,111 м

F= -1,460 м
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ди між точками А та В (dAB). Усі інші 
величини в табл. 4 обчислюються за 
формулами (15), (17)-(21) та (4) за 
радіусами колових кривих (R1, R2) 
та різницею вихідних кутів повороту 
(∆φ). Оскільки цільова функція (F= 
–1,460 м) не задовольняє умову (21), 
потрібно зайти оптимальне рішення, 
змінюючи в заданих діапазонах мож-
ливі значення кутів повороту (φ1) та 
(φ2).

Після звернення до стандартної 
функції «Пошук рішення» обчислюва-
ні параметри приймають значення, що 
відповідають оптимальному рішенню 
(табл. 5) та з точністю до 1 мм співп-
адають з розрахунковими даними при-
йнятої моделі клотоїди (див. табл. 3).

У випадках відсутності оптималь-
ного рішення замість клотоїди можна 
рекомендувати, наприклад, дугу кола 
більшого радіусу (див. рис. 4) для з’єд-
нання двох заданих колових кривих.

Висновки та перспективи 
подальших досліджень

Найбільш повне виконання геоме-
тричних умов з’єднання двох коло-
вих кривих досягається за допомогою 
клотоїди. В роботі доведено, що не 
завжди існує клотоїда, яка забезпечує 
коректне з’єднання двох колових кри-
вих. В таких випадках може викорис-
товуватись, наприклад, дуга кола біль-

шого радіусу між обраними точками 
з’єднуваних колових кривих.

Формування можливих варіантів 
розташування початкової та кінцевої 
точок клотоїди досягається зазна-
ченням вихідних координат центрів 
колових кривих та встановленням 
діапазону дирекційних кутів ліній 
між точками колових кривих та їх 
центрами. Для пошуку клотоїди, яка 
є спільною для двох колових кривих 
та забезпечує збереження їх центрів, 
пропонується використовувати стан-
дартну функцію «Пошук рішення» 
меню «Microsoft Excel».
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Abstract. The safety and conditions of road transport traffic significantly depend on the influ-

ence of curved sections. For practical use, methods for designing horizontal curves are constantly 
being improved. At present, there are no simple and reliable methods for designing transition 
curves for connecting two one-way circular curves in scientific publications. Existing methods for 
finding optimal transition curves use iterative processes and specially developed software prod-
ucts. Therefore, improving the methodology for solving the problem of connecting circular curves 
is of practical importance. The paper considers the main options for forming curved sections with 
two circular curves - connecting by straight inserts, arcs of circles of larger radius and clothoids, as 
well as searching for a clothoid that is common to two circular curves and ensures the preservation 
of their centers. It is proved that with a known position of the centers and arcs of circular curves 
of given radii , the search for the optimal clothoid can be performed by the standard function 
"Solution Search" of the " Microsoft" menu. Excel ". Possible options for the location of the extreme 
points of the clothoid on existing or designed circular curves are given by the directional angles 
between the centers of the curves and the starting and ending points of the circular curves. Ex-
amples of calculations of direct inserts and clothoids for connecting two circular curves are given.

Key words: circular curve, geometric connection conditions, direct insertion, clothoid, optimi-
zation, solution search.


